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Einleitung
Roushon hat in [R1] und [R2] eine umfassende Sammlung von Resultaten zusammen-
gestellt, die sich mit Fundamentalgruppen von dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten
und der Farrell-Jones-Isomorphismusvermutung bescha¨ftigen. Sein Hauptaugenmerk
lag dabei auf der Farrell-Jones-Isomorphismusvermutung bezu¨glich des stabilen to-
pologischen Pseudo-Isotopie-Funktors. Wir wollen uns dieser Thematik abweichend
von der urspru¨nglichen Definition von Farrell-Jones [FJ] mit einer allgemeineren For-
mulierung mit Hilfe von a¨quivarianten Homologietheorien na¨hern, die beispielsweise
auch die Baum-Connes-Vermutung mit einschließt. Eine ausfu¨hrliche Einfu¨hrung in
diese Konstruktion findet sich bei Lu¨ck und Reich [LR]. Wir werden mit einer er-
weiterten Form der dort definierten gefaserten Isomorphismusvermutung arbeiten,
die bezu¨glich endlichen Erweiterungen gute Vererbungseigenschaften hat.
Die vorliegende Arbeit kristallisiert aus den Ergebnissen von Roushon die Voraus-
setzungen heraus, die solch eine beliebige
”
endlich erweiterbare, gefaserte Isomorph-
ismusvermutung“ erfu¨llen muss, damit sie fu¨r Fundamentalgruppen von beliebi-
gen dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten gilt. Ein besonderes Augenmerk wird da-
bei auf der Farrell-Jones-Isomorphismusvermutung in L-Theorie und algebraischer
K-Theorie liegen, da sie bereits einige Ergebnisse mitbringt (siehe beispielsweise
[BLR]), die die no¨tigen Voraussetzungen dafu¨r erheblich einschra¨nken.
Das erste Kapitel,
”
Das Fundament“ auf dem diese Arbeit ruht, besteht aus den
beno¨tigten Grundlagen u¨ber dreidimensionale Mannigfaltigkeiten und Kranzproduk-
ten von Gruppen. Fu¨r die Klassifikation von dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten
spielen zwei Zerlegungen eine wichtige Rolle: Die Zerlegung entlang von Spha¨ren,
die als Primzerlegung bekannt ist und auf Kneser [Kn] zuru¨ckgeht, und die Zerle-
gung entlang von Tori, die Jaco-Shalen [JS] und Johannson [Jo] entwickelt haben.
Wir geben im ersten Teil des Kapitels einen kurzen U¨berblick u¨ber diese beiden
Zerlegungen und gehen im zweiten Teil auf die grundlegenden Eigenschaften von
Kranzprodukten von Gruppen ein, die uns bei dem Umgang mit endlichen Erweite-
rungen bzw. endlichen U¨berlagerungen nu¨tzliche Dienste leisten werden.
Das zweite Kapitel fu¨hrt kurz und knapp die Definitionen der Isomorphismusver-
mutungen ein, zu denen im dritten Kapitel, dem
”
FIC-Werkzeugkasten“ dann alle
Aussagen zusammengestellt werden, die wir u¨ber Isomophismusvermutungen brau-
v
chen werden. Die
”
Schraubenzieher“ sind dabei relativ grundlegende, allgemeine
Ergebnisse, wa¨hrend wir mit den
”
Bohrmaschinen“ fu¨nf Aussagen aufstellen, deren
Gu¨ltigkeit wir von einer Isomorphismusvermutung fordern mu¨ssen, damit sie fu¨r
Fundamentalgruppen von dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten gilt. Sie sind mit
W1 bis W5 durchnummeriert und ko¨nnen abha¨ngig von der betrachteten Isomor-
phismusvermutung noch vereinfacht oder teilweise sogar bewiesen werden. Fu¨r die
Farrell-Jones-Isomorphismusvermutung in L-Theorie und algebraischer K-Theorie
bleibt dabei vor allem W1 - die Gu¨ltigkeit fu¨r Gruppen der Gestalt Z2 Y Z - als
entscheidende Voraussetzung bzw. Hindernis bestehen.
Wenn wir W1 bis W5 als gegeben voraussetzen, ko¨nnen wir die Werkzeuge W3
bis W5 ohne Einschra¨nkung zu allgemeineren Aussagen verscha¨rfen, mit *W3 bis
*W5 bezeichnet, und außerdem vier weitere wichtige
”
Bohrmaschinen“ - *W6 bis
*W9 - beweisen. Im Anhang sind zur U¨bersicht noch einmal alle
”
Bohrmaschinen“
aufgelistet.
Als letztes Kapitel schließlich fu¨hrt
”
Der rote Baum“ als verzweigter roter Faden
in mehreren Etappen durch den Beweis unseres Zielsatzes:
Zielsatz. Eine endlich erweiterbare, gefaserte Isomorphismusvermutung, die die
Anforderungen W1 bis W5 erfu¨llt, gilt fu¨r Fundamentalgruppen von dreidimensio-
nalen Mannigfaltigkeiten.
Die grundlegende Voraussetzung dafu¨r, die mit W2 gefordert wird, ist, dass die
Isomorphismusvermutung fu¨r nicht-positiv gekru¨mmte Mannigfaltigkeiten gilt. Das
verhilft uns zu den zwei wichtigsten Resultaten, auf denen alles weitere aufbaut: Die
Gu¨ltigkeit fu¨r Fundamentalgruppen von geschlossenen Seifert-Mannigfaltigkeiten
und von geschlossenen Haken-Mannigfaltigkeiten mit atorischer Komponente. Im
”
Mit-Rand-Ast“-Kapitel werden wir Mannigfaltigkeiten mit Rand auf diese beiden
Resultate zuru¨ckfu¨hren. Vor allem bei Mannigfaltigkeiten mit Randkomponenten
vom Geschlecht ≥ 2 stellen sich dabei etwas gro¨ßere Schwierigkeiten in den Weg,
u¨ber die auch Roushon ins Stolpern gekommen ist. Wir werden im Abschnitt
”
B-
Gruppen“ neben Roushons zweifelhaftem noch einen alternativen Beweis fu¨r diese
Klasse von Mannigfaltigkeiten ausfu¨hren. Im letzten Abschnitt bleiben schließlich
nur noch geschlossene Graph-Mannigfaltigkeiten u¨brig, fu¨r deren Fundamentalgrup-
pen mit Hilfe des Hauptsatzes aus [R1] die Isomorphismusvermutung gezeigt und
damit der Beweis vollendet wird.
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1 Das Fundament
Wir beginnen mit der Kla¨rung von Bezeichnungen und der Einfu¨hrung von sa¨mt-
lichen grundlegenden Eigenschaften von dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten und
Kranzprodukten von Gruppen, die wir im Folgenden brauchen werden.
1.1 Zerlegung von 3-Mannigfaltigkeiten
Sei Dd := {x ∈ Rd |
∑d
i=1 x
2
i ≤ 1} die d-dimensionale Einheitskugel bzw. d-Disk,
Sd := {x ∈ Rd+1 |
∑d+1
i=1 x
2
i = 1} die d-dimensionale Spha¨re und T
d := Πdi=1S
1 der
d-dimensionale Torus. S1 × [0, 1] bezeichnen wir als Annulus.
3-Mannigfaltigkeit wird als Abku¨rzung fu¨r dreidimensionale Mannigfaltigkeit ver-
wendet. Wenn im Folgenden von Mannigfaltigkeitsgruppen die Rede ist, sind immer
die Fundamentalgruppen der Mannigfaltigkeiten gemeint. Des Weiteren verstehen
wir in der gesamten Arbeit unter der Bezeichnung Mannigfaltigkeit mit Rand oder
berandete Mannigfaltigkeit den Spezialfall von Mannigfaltigkeiten mit leerem Rand
als ausgeschlossen. Eine geschlossene Mannigfaltigkeit ist eine kompakte Mannig-
faltigkeit ohne Rand.
Wir werden ha¨ufiger eine berandete Mannigfaltigkeit mit einer Kopie am Rand
identifizieren, um eine geschlossene Mannigfaltigkeit zu erhalten. Wir nennen diesen
Vorgang Verdoppeln und schreiben fu¨r die Verdopplung M˜ einer Mannigfaltigkeit
M
M˜ =M ∪∂ M
bzw. wenn wir auf einer Randfla¨che nicht mit der Identita¨t sondern einem Homo¨o-
morphismus f verkleben
M˜ =M ∪f M.
Fu¨r die Klassifikation von 3-Mannigfaltigkeiten hat man in den vergangenen 80
Jahren Zerlegungen entlang von Spha¨ren und Tori entwickelt und studiert. Wir
werden beide Zerlegungen beno¨tigen und deshalb im Folgenden die Grundzu¨ge und
notwendigen Begriffe kurz zusammenfassen.
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Seien M,M1,M2 zusammenha¨ngende 3-Mannigfaltigkeiten mit 3-Disks Di ⊂ M˚i
und Einbettungen hi :Mi r D˚i →M fu¨r i = 1, 2, so dass
h1(M1 r D˚1) ∩ h2(M2 r D˚2) = h1(∂D1) = h2(∂D2)
und
M = h1(M1 r D˚1) ∪ h2(M2 r D˚2)
gilt. Wir nennen M dann die zusammenha¨ngende Summe von M1 und M2 und
schreiben dafu¨r M = M1#M2. Sie ist eindeutig bis auf Homo¨omorphie, wenn M ,
M1 und M2 orientiert sind und wir fordern, dass h1 und h2 orientierungserhaltend
sind.
Definition 1.1 (prim). Eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit M heißt prim, wenn fu¨r
jede zusammenha¨ngende Summe M ∼=M1#M2 gilt M1 ∼= S
3 oder M2 ∼= S
3.
Die Zerlegung von 3-Mannigfaltigkeiten entlang von Spha¨ren in Prim-Mannig-
faltigkeiten geht auf Kneser zuru¨ck [Kn, S. 253]. Eine u¨bersichtliche Darstellung
findet sich bei Hempel [H, Kapitel 3]. Wir werden die Primzerlegung nur fu¨r kom-
pakte, orientierbare Mannigfaltigkeiten beno¨tigen, aber fu¨r die Eindeutigkeit der
Zerlegung braucht die Orientierbarkeit nicht gefordert zu werden.
Satz 1.2 (Primzerlegungssatz). Sei M eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es endlich viele Prim-Mannigfaltigkeiten M1, . . . ,Mn mit M = M1# . . .#Mn. Die
Mi sind bis auf Homo¨omorphie und Reihenfolge der Summanden eindeutig.
Fu¨r einen Beweis siehe beispielsweise [H, Theorem 3.15 und Theorem 3.21]. Mit
folgendem Begriff ko¨nnen Prim-Mannigfaltigkeiten noch genauer klassifiziert wer-
den.
Definition 1.3 (irreduzibel). Eine 3-Mannigfaltigkeit M heißt irreduzibel, wenn
jede S2 in M eine D3 berandet, das heißt zu jeder Einbettung f : S2 → M gibt es
eine Einbettung f : D3 →M mit ∂f(D3) = f(S2).
Lemma 1.4. Sei M prim. Dann ist M irreduzibel oder ein S2-Bu¨ndel u¨ber S1.
Auch dazu findet sich ein Beweis bei Hempel [H, Lemma 3.13].
Fu¨r die Zerlegung entlang von Tori mu¨ssen wir etwas weiter ausholen und zuna¨chst
den Begriff der Seifert-Mannigfaltigkeit einfu¨hren. Er geht zuru¨ck auf eine Arbeit
von Seifert [Sei]. Wir werden uns bei Einfu¨hrung der Definition vor allem an das
2
1.1 Zerlegung von 3-Mannigfaltigkeiten
Buch von Jaco [Ja] halten, das sich auf den fu¨r uns ausreichenden orientierbaren Fall
beschra¨nkt, und dabei die deutschen Bezeichnungen von Orlik, Vogt und Zieschang
[OVZ] verwenden.
Sei die 2-Disk D2 ⊂ R2 durch Polarkoordinaten {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ < 2pi}
gegeben und (µ, ν) ein Paar ganzer, teilerfremder Zahlen. Ein gefaserter Volltorus
vom Typ (µ, ν) ist ein Vollzylinder D2× [0, 1], bei dem die Boden- und Deckelfla¨che
um den Winkel µ/ν verdreht identifiziert sind, also
((r, θ), 1) = ((r, θ +
2piν
µ
), 0)
gesetzt wird. Dabei setzen sich jeweils µ achsenparallele Strecken zu einfach-geschlos-
senen Kurven, den Fasern des Volltorus zusammen, die das Loch des Volltorus µ
Mal umlaufen und sich dabei ν Mal um den Torus winden. Einzige Ausnahme ist die
Achse des Vollzylinders, die Seele, die den gefaserten Volltorus nur einmal umla¨uft.
Bis auf fasertreue Homo¨omorphismen kann µ > 0 und 0 ≤ ν < µ angenommen
werden. Ist µ > 1 heißt die Seele Ausnahmefaser, ist µ = 1, so heißt der gefaserte
Volltorus regula¨r gefasert und jede Faser ist eine regula¨re Faser.
Definition 1.5. Eine zusammenha¨ngende orientierbare kompakte 3-Mannigfaltig-
keit M heißt Seifert-Mannigfaltigkeit, wenn es eine Zerlegung von M in disjunkte
einfach-geschlossene Kurven, den sogenannten Fasern, gibt, so dass jede Faser ei-
ne geschlossene Umgebung von Fasern besitzt, die fasertreu homo¨omorph zu einem
gefaserten Volltorus ist. Ra¨nder einer Seifert-Mannigfaltigkeit sind immer gefaserte
Tori.
Der Quotientenraum, den man aus einer Seifert-Mannigfaltigkeit M erha¨lt, wenn
man jede Faser mit einem Punkt identifiziert, heißt Zerlegungsfla¨che von M und ist
eine zusammenha¨ngende zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Auch wenn die Seifert-
Mannigfaltigkeit orientierbar war, muss die Zerlegungsfla¨che nicht orientierbar sein.
Wir werden fu¨r die Fundamentalgruppen von Seifert-Mannigfaltigkeiten die Pra¨-
sentationen aus dem folgenden Satz verwenden, der beispielsweise von Hempel [H,
Satz 12.1] und ausfu¨hrlicher von Seifert [Sei, §10] bewiesen wird.
Satz 1.6. Sei M eine kompakte Seifert-Mannigfaltigkeit mit q Ausnahmefasern und
B ihre Zerlegungsfla¨che vom Geschlecht g und mit p Randkomponenten. Ist B ori-
entierbar, gilt
pi1(M) = 〈 a1, b1, . . . , ag, bg, c1, . . . , cq, d1, . . . , dp, t;
aita
−1
i = t
εi , bitb
−1
i = t
δi , cjtc
−1
j = t
ηj , dktd
−1
k = t
θk , c
αj
j = t
βj ,
cq = [a1, b1] . . . [ag, bg]c1 . . . cq−1d1 . . . dp 〉
3
1 Das Fundament
bzw. ist B nicht orientierbar, gilt
pi1(M) = 〈 a1, . . . , ag, c1, . . . , cq, d1, . . . , dp, t;
aita
−1
i = t
εi, cjtc
−1
j = t
δj , dktd
−1
k = t
ηk , c
nj
j = t
sj ,
cq = a
2
1 . . . a
2
gc1 . . . cq−1d1 . . . dp
〉
,
wobei alle εi, δi, ηi, θi ∈ {−1,+1} und fu¨r jede Ausnahmefaser j gilt 0 < nj < sj.
Eine Fla¨che ist im Folgenden immer eine zusammenha¨ngende, kompakte, orien-
tierbare, zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Die Fundamentalgruppen von Fla¨chen
(vom Geschlecht ≥ x) werden abku¨rzend auch als Fla¨chengruppen (vom Geschlecht
≥ x) bezeichnet.
Definition 1.7 (unkomprimierbar). Sei M eine 3-Mannigfaltigkeit. Eine in M
eingebette Fla¨che F mit ∂M ∩ F = ∂F oder F ⊂ ∂M heißt unkomprimierbar,
wenn M keine 2-Spha¨re ist und die Einbettung F → M eine injektive Abbildung
pi1(F )→ pi1(M) auf den Fundamentalgruppen induziert. Andernfalls heißt sie kom-
primierbar.
Definition 1.8 (zweiseitig). Sei h : F →M eine Einbettung einer Fla¨che F in eine
3-Mannigfaltigkeit M . F heißt zweiseitig inM eingebettet, wenn es eine Einbettung
h˜ : F × [0, 1] →M gibt, so dass h˜(x, 12) = h(x) fu¨r alle x ∈ F , h˜(∂F × [0, 1]) ⊂ ∂M
und h˜(F × [0, 1]) eine Umgebung von F in M ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
das Normalenbu¨ndel von F trivial ist.
Definition 1.9 (Haken-Mannigfaltigkeit). Eine irreduzible 3-Mannigfaltigkeit M
heißt Haken-Mannigfaltigkeit1, wenn sie eine unkomprimierbare, zweiseitige Fla¨che
entha¨lt.
Definition 1.10 (parallel). Seien F0 und F1 zwei in einer 3-Mannigfaltigkeit M
zweiseitig eingebettete Fla¨chen. F0 und F1 heißen parallel, wenn es eine Einbettung
h : F0 × [0, 1] → M gibt, so dass h(F0 × {i}) = Fi fu¨r i = 0, 1. Eine zweiseitig ein-
gebette Fla¨che F ⊂M heißt randparallel, wenn es eine Einbettung h : F×[0, 1]→M
gibt mit h(F × 0) = F und ∂(h(F × [0, 1])) = F .
Definition 1.11 (atorisch). Eine 3-Mannigfaltigkeit M heißt atorisch, wenn jeder
unkomprimierbar eingebetteter Torus bereits randparallel ist.
1In der englischen Literatur wird ha¨ufig auch der Begriff sufficiently large manifold benutzt.
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SeiM eine kompakte orientierbare Haken-Mannigfaltigkeit. Wir wollenM entlang
von disjunkt eingebetteten, unkomprimierbaren Tori auftrennen. Diese Zerlegung ist
im Allgemeinen erst einmal nicht eindeutig. Johannson [Jo] und Jaco-Shalen [JS] ha-
ben aber gezeigt, dass lediglich Seifert-Mannigfaltigkeiten fu¨r die Nichteindeutigkeit
verantwortlich sind. Man kann deshalbM eindeutig bis auf Isotopie in eine minimale
Menge von Seifert- und atorischen Mannigfaltigkeiten zerlegen. Diese Zerlegung wol-
len wir Toruszerlegung nennen. Da es unter den |SL2(Z)|-vielen Mo¨glichkeiten, einen
Volltorus einzukleben, keine kanonische Wahl gibt, behalten die Teilstu¨cke von der
Toruszerlegung unkomprimierbare Torusra¨nder zuru¨ck. Wir werden diese Teilstu¨cke
im Folgenden als Seifert- und atorische Komponenten (der Toruszerlegung von M)
bezeichnen. Es gibt ein paar Mannigfaltigkeiten, die beides sind, die wir aber den
Seifertkomponenten zuordnen wollen. Wenn wir also im weiteren Verlauf der Arbeit
von einer atorischen Komponente sprechen, soll der Fall einer atorischen Seifert-
Mannigfaltigkeit immer ausgeschlossen sein. Alle Seifert-Komponenten zusammen
heißen charakteristische Untermannigfaltigkeit von M . Eine Mannigfaltigkeit, deren
Toruszerlegung nur aus Seifert-Komponenten besteht, heißt Graph-Mannigfaltigkeit
und wir nennen sie nicht-triviale Graph-Mannigfaltigkeit, wenn die Toruszerlegung
nicht trivial ist, also aus mindestens zwei Seifert-Komponente besteht. Besitzt M
einen nicht-leeren Rand, kann man zusa¨tzlich noch entlang unkomprimierbarer An-
nuli zerlegen. Wir werden aber hauptsa¨chlich nur die Zerlegung entlang von Tori
verwenden und fassen das abschließend in einem Satz zusammen. Neumann und
Swarup haben in [NeS] dafu¨r einen neuen u¨bersichtlicheren Beweis gefu¨hrt.
Satz 1.12 (Toruszerlegung). Sei M eine kompakte orientierbare Haken-Mannig-
faltigkeit. Dann gibt es in M eine Menge T von unkomprimierbaren, disjunkten
Tori, so dass jede Komponente von M r T entweder atorisch oder seifertsch ist. So
eine minimale Menge T ist eindeutig bis auf Isotopie.
1.2 Kranzprodukt
Wir werden viel mit Kranzprodukten und auch semidirekten Produkten zu tun ha-
ben und neben allgemein bekannten auch ein paar spezielle Eigenschaften beno¨tigen,
die wir zusammen mit der Definition im Folgenden einfu¨hren.
Fu¨r eine Gruppe G und eine Menge M bezeichnet GM die Gruppe der Abbil-
dungen von M nach G. Die Verknu¨pfung ist durch punktweise Verknu¨pfung in G
gegeben:
(fg)(m) = f(m)g(m) fu¨r f, g ∈ GM und m ∈M .
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Operiert G auf M schreiben wir fu¨r die Operation eines Elements g ∈ G auf m ∈M
kurz gm.
Definition 1.13 (Semidirektes Produkt). Seien A und Q beliebige Gruppen und
φ : Q→ Aut(A)
ein Gruppenhomomorphismus. Q operiert also auf A und mit Hilfe dieser Operation
konstruieren wir eine Erweiterung E von A durch Q. Die Menge
E = A×Q = {(a, q) | a ∈ A, q ∈ Q}
wird mit der Verknu¨pfung
(a, q)(a′, q′) = (a qa′, qq′) = (aφ(q)(a′), qq′)
zu einer Gruppe. Mit
α : A→ E, a 7→ (a, 1) und β : E → Q, (a, q) 7→ q
sieht man, dass E eine Erweiterung von A durch Q ist. E heißt semidirektes Produkt
von A und Q und wir schreiben dafu¨r
E = A Yφ Q
bzw., wenn die verwendete Gruppenoperation klar oder irrelavant ist,
E = A Y Q.
Lemma 1.14. Sei
1→ K −→ G
p
−→ H → 1
eine exakte Sequenz von Gruppen, die spaltet. Das heißt es gibt einen Gruppenho-
momorphismus s : H → G mit p ◦ s = idH . Dann ist
G ∼= K Yφ H,
wobei
φ : H → Aut(K)
h 7→ (k 7→ s(h)ks(h)−1).
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Beweis. Wir fassen K als Untergruppe von G auf und definieren
Φ : K Yφ H → G, (k, h) 7→ ks(h).
Wie man leicht nachrechnet, ist Φ ein Isomorphismus: Φ ist surjektiv, denn fu¨r g ∈ G
ist gs(p(g)−1) ∈ ker(p) ∼= K und es gilt Φ(gs(p(g)−1), p(g)) = g.
Φ ist injektiv, denn
1 = Φ(k, h) = ks(h) ⇒ s(h) = k−1 ⇒ s(h) ∈ ker(p)
⇒ 1 = p(s(h)) = h⇒ k = 1.
Φ ist ein Homomorphismus, denn
Φ(k, h)Φ(k′, h′) = ks(h)k′s(h′) = ks(h)k′s(h)−1s(h)s(h′)
= kφ(h)(k′)s(h)s(h′) = Φ(k hk′, hh′).
Definition 1.15 (Kranzprodukt). Seien G und H Gruppen und H operiere auf
einer Menge M . Die Operation von H auf M induziert eine Operation von H auf
GM durch
hf(m) := f( h
−1
m) fu¨r f ∈ GM , h ∈ H,m ∈M.
Das Kranzprodukt G ≀M H ist als das semidirekte Produkt von G
M und H bezu¨glich
dieser induzierten Gruppenoperation definiert. Also
G ≀M H := G
M
Y H,
wobei G ≀M H als Menge durch G
M ×H gegeben ist und mit der Verknu¨pfung
(f, h)(f ′, h′) = (f hf ′, hh′)
zu einer Gruppe wird:
Ein neutrales Element ist durch (c1, 1) ∈ G ≀M H mit c1(m) = 1 fu¨r alle m ∈ M
gegeben und zu jedem (f, h) ∈ G ≀H findet man in (h
−1
f−1, h−1) ein Inverses, wobei
h−1f−1(x) := (f( h
−1
x))−1 fu¨r x ∈M . Die Assoziativita¨t rechnet man wie folgt nach:
(f1, h1)((f2, h2)(f3, h3)) = (f1, h1)(f2 (
h2f3), h2h3)
= (f1
h1f2
h1h2f3, h1h2h3)
= (f1
h1f2, h1h2)(f3, h3)
= (((f1, h1)(f2, h2))(f3, h3).
Wir werden bei Kranzprodukten immer die Operation von H auf sich selbst durch
Linksmultiplikation verwenden und schreiben fu¨r G ≀H H kurz G ≀H.
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Bemerkung 1.16. Mit dieser Definition ist GH×{1} offensichtlich ein Normalteiler
von G ≀H, der endlichen Index hat, wenn H endlich ist.
Wir werden spa¨ter viel mit endlichen Erweiterungen zu tun haben. Dabei leistet
das Kranzprodukt hilfreiche Dienste, da man fu¨r Erweiterungen
1→ N → G→ K → 1
G als Untergruppe in N ≀K wiederfindet:
Satz 1.17. Sei G eine beliebige Gruppe mit einer normalen Untergruppe N und sei
K := G/N . Dann ist G eine Untergruppe von N ≀K.
Beweis. Sei p : G → K ein surjektiver Homomorphismus mit Kern N . Fu¨r jedes
u ∈ K wa¨hle aus p−1(u) einen Repra¨sentanten tu ∈ G. Dann liegt fu¨r jedes x ∈ G
tuxt
−1
up(x) im Kern von p und wir ko¨nnen Abbildungen fx : K → N definieren durch
fx(u) := tuxt
−1
up(x) fu¨r alle u ∈ K
und erhalten mit
Φ : G → N ≀K
x 7→ (fx, p(x))
einen injektiven Gruppenhomomorphismus. Im Detail nachgerechnet wird das in
[DM, 2.6A Universal embedding theorem].
Wir werden noch einige weitere Eigenschaften des Kranzproduktes beno¨tigen, die
wir im Folgenden auffu¨hren.
Lemma 1.18. Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe von G und H eine beliebige
endliche Gruppe. Dann ist U ≀H eine Untergruppe von G ≀H.
Beweis. Sei f : U → G ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Dann ist auch
f˜ : U ≀H → G ≀H
(u, h) 7→ (f ◦ u, h)
ein injektiver Gruppenhomomorphismus, wie man leicht nachrechnet.
Lemma 1.19. Seien G1, G2 und H Gruppen. Dann ist (G1 ×G2) ≀H eine Unter-
gruppe von (G1 ≀H)× (G2 ≀H).
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1.2 Kranzprodukt
Beweis. Sei (φ, h) ∈ (G1 × G2) ≀ H, also φ : H → G1 × G2 eine Abbildung von
Mengen und h ∈ H. pi bezeichne die Projektion auf die i-te Komponente. Wie man
leicht nachrechnet, ist durch
Φ : (G1 ×G2) ≀H → (G1 ≀H)× (G2 ≀H)
(φ, h) 7→ ((p1 ◦ φ, h), (p2 ◦ φ, h))
ein injektiver Gruppenhomomorphismus gegeben.
Lemma 1.20. Sei {Gi}i∈I ein gerichtetes System von Gruppen, dass durch Grup-
penhomomorphismen ji : Gi → Gi+1 gerichtet ist. Sei H eine endliche Gruppe der
Ordnung n. Fu¨r das gerichtete System von Gruppen {Gi ≀H}i∈I , gerichtet durch die
Gruppenhomomorphismen
Ji : Gi ≀H → Gi+1 ≀H, (g, h) 7→ (ji ◦ g, h),
gilt dann
colim
i∈I
(Gi ≀H) = (colim
i∈I
Gi) ≀H.
Beweis. Wir fassen im folgenden Beweis GH immer als Gn auf. Mit den Homomor-
phismen ψi : Gi → colimi∈I Gi erhalten wir auch Homomorphismen
Ψi : Gi ≀H → (colim
i∈I
Gi) ≀H
(g1, . . . , gn, h) 7→ (ψi(g1), . . . , ψi(gn), h).
Wir zeigen, dass (colimi∈I Gi) ≀H zusammen mit den Ψi die universelle Eigenschaft
von colimi∈I(Gi ≀H) erfu¨llt.
Sei L eine Gruppe und φi : Gi ≀H → L Homomorphismen, so dass φi = φi+1 ◦ Ji
fu¨r alle i ∈ I. Zu zeigen ist, dass es genau einen Homomorphismus
Φ : (colim
i∈I
Gi) ≀H → L
gibt, so dass Φ◦Ψi = φi fu¨r alle i ∈ I gilt, also das folgendes Diagramm kommutiert
(colimi∈I Gi) ≀H
Φ. . .
Ji−1
(Gi ≀H)
φi
Ψi
Ji
(Gi+1 ≀H)
φi+1
Ψi+1
. . .
L
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Sei (g1, . . . , gn, h) ∈ (colimi∈I Gi) ≀ H. Fu¨r jedes gs finden wir ein g
is
s ∈ Gis , is ∈ I
mit ψis(g
is
s ) = gs. Sei N := max{is | 1 ≤ s ≤ n} und g˜s := jN−1 ◦ · · · ◦ jis(gs) ∈ GN .
Dann gilt ΨN (g˜1, . . . , g˜n, h) = (g1, . . . , gn, h) und es bleibt keine andere Wahl als
Φ ((g1, . . . , gn, h)) := φN ((g˜1, . . . , g˜n, h))
zu setzen.
Da die φi Gruppenhomomorphismen sind, ist auch Φ Gruppenhomomorphismus,
denn auch fu¨r zwei Tupel (a1, . . . , an, h1), (b1, . . . , bn, h2) ∈ (colimi∈I Gi) ≀H finden
wir ein N ∈ I und (a˜1, . . . , a˜n, h1), (˜b1, . . . , b˜n, h2) ∈ GN ≀H, so dass gilt
Φ((a1, . . . , an, h1)(b1, . . . , bn, h2)) = φN ((a˜1, . . . , a˜n, h1)(˜b1, . . . , b˜n, h2)).
Das folgende Lemma wird sich im weiteren Verlauf der Arbeit noch als sehr nu¨tz-
lich erweisen. So ersetzt es zum Beispiel [R1, Lemma 5.4] im Beweis von Satz 3.23
und es ermo¨glicht außerdem einen unkomplizierten Beweis von Satz 3.8, der uns mit
Korollar 3.10 im Beweis des Hauptsatzes 4.20 etwas Arbeit erspart.
Lemma 1.21. Seien G,H und K Gruppen. (G ≀ H) ≀ K ist eine Untergruppe von
G ≀ (H ≀K).
Beweis. Seien (φ, x), (ψ, y) ∈ (G ≀H) ≀K, d.h. x, y ∈ K und
φ,ψ : K → (G ≀H)
k 7→ (fk : H → G,hk).
Mit [·]i, i = 1, 2 wird im Folgenden die Projektion auf die i-te Komponente bezeich-
net bzw. mit φi, ψi, i = 1, 2 die Verknu¨pfung von φ und ψ mit der Projektion auf
die i-te Komponente. φ1, ψ1 : K → (H → G) und φ2, ψ2 : K → H sind Abbildung
von Mengen. Wir definieren
Φ : (G ≀H) ≀K → G ≀ (H ≀K)
(φ, x) 7→ (αφ, (φ2, x))
mit
αφ : H ≀K → G
(h˜ : K → H, k) 7→ [φ(k)]1(h˜(k))
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Zuna¨chst zeigen wir, dass Φ ein Gruppenhomomorphismus ist.
Φ ((φ, x) (ψ, y)) = Φ (φ xψ, xy)
= (αφ xψ, ([φ
xψ]2 , xy))
= (αφ xψ, (φ2
xψ2, xy))
Φ (φ, x) Φ (ψ, y) = (αφ, (φ2, x)) (αψ, (ψ2, y))
=
(
αφ
(φ2,x)αψ, (φ2, x)(ψ2, y)
)
=
(
αφ
(φ2,x)αψ, (φ2
xψ2, xy)
)
In der zweiten Komponente sieht man bereits, dass die beiden Ausdru¨cke u¨berein-
stimmen. Fu¨r die erste Komponente mu¨ssen wir noch etwas genauer hinsehen:
Sei (h˜ : K → H, k) ∈ H ≀K. Es gilt
αφ xψ(h˜, k) = [φ(k)︸︷︷︸
∈G≀H
ψ
(
x−1k
)
︸ ︷︷ ︸
∈G≀H
]1
(
h˜(k)
)
=
(
[φ(k)]1[
φ2(k)ψ(x−1k)]1
)(
h˜(k)
)
=
(
φ1(k)
(
h˜(k)
))(
ψ1(x
−1k)
(
φ−12 (k)h˜(k)
))
und
(αφ
(φ2,x)αψ)(h˜, k) = αφ(h˜, k)
(φ2,x)αψ(h˜, k)
= αφ(h˜, k)αψ((φ2, x)
−1(h˜, k))
= αφ(h˜, k)αψ((
x−1φ−12 , x
−1)(h˜, k))
= αφ(h˜, k)αψ((
x−1φ−12
x−1h˜, x−1k))
=
(
φ1(k)(h˜(k))
)(
ψ1(x
−1k)(( x
−1
φ2
x−1h˜)(x−1k))
)
=
(
φ1(k)(h˜(k))
)(
ψ1(x
−1k)(φ−12 (k)h˜(k))
)
.
Die Injektivita¨t ist relativ offensichtlich, man muss sich nur einmal durch die
Definition ka¨mpfen:
Sei (φ, x) ∈ ker(Φ). φ2 und x tauchen in Φ ((φ, x)) = (αφ1 , (φ2, x)) in der zweiten
Komponente unvera¨ndert auf, mu¨ssen also trivial sein. Angenommen φ1 ist nicht
trivial. Dann gibt es ein k ∈ K und ein h ∈ H mit φ1(k)(h) 6= 1. Sei h˜ : K → H eine
Mengenabbildung mit h˜(k) = h. Dann gilt αφ1(h˜, k) = φ1(k)(h˜(k)) = φ1(k)(h) 6= 1,
was im Widerspruch zu (φ, x) ∈ ker(Φ) steht.
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2 Isomorphismusvermutungen
Die urspru¨ngliche Formulierung der Farrel-Jones-Isomorphismusvermutung findet
sich bei Farrell und Jones [FJ, 1.6]. Wir verwenden eine abgewandelte Definition
mit Hilfe von a¨quivarianten Homologietheorien, die beispielsweise bei Lu¨ck-Reich
[LR] ausfu¨hrlich beschrieben ist. Wir beschra¨nken uns dabei auf diskrete Gruppen.
Ringe sind immer assoziativ mit Eins, aber nicht notwendigerweise kommutativ. Sei
also im Folgenden G eine diskrete Gruppe und R ein assoziativer Ring mit Eins.
Wir beno¨tigen zwei Konstruktionen:
1. Den klassifizierenden Raum EFG zu einer Gruppe G und einer Familie F von
Untergruppen von G und
2. eine a¨quivariante Homologietheorie H?∗.
Fu¨r eine Gruppe G ist eine Familie F von Untergruppen eine Menge von Unter-
gruppen von G, die abgeschlossen ist unter Konjugation und Untergruppenbildung.
Ist φ : K → G ein Gruppenhomomorphismus und F eine Familie von Untergruppen
von G, dann definiere die Familie φ∗F von Untergruppen von K durch
φ∗F := {H ⊆ K | φ(H) ∈ F}.
Definition 2.1. Sei G eine Gruppe und F eine Familie von Untergruppen von G.
Dann gibt es eindeutig bis auf G-Homotopiea¨quivalenz einen G-CW-Komplex EFG
mit der Eigenschaft, dass
1. fu¨r jedes x ∈ EFG die Standgruppe von x in F ist und
2. fu¨r jedes H ∈ F die Fixpunktmenge (EFG)
H kontraktibel ist.
EFG heißt Modell fu¨r den klassifizierenden Raum der Familie F .
Alternativ kann EFG auch mit Hilfe der universellen Eigenschaft charakteri-
siert werden, dass es fu¨r jeden G-CW-Komplex X, dessen Standgruppen alle zu F
geho¨ren, bis auf G-Homotopie genau eine G-Abbildung von X nach EFG existiert.
Fu¨r ausfu¨hrlichere Details zu klassifizierenden Ra¨umen siehe [Lu¨].
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Aufbauend auf der Definition einer G-Homologietheorie (siehe [LR, 2.1.4]) defi-
nieren wir eine a¨quivariante Homologietheorie.
Definition 2.2. Eine a¨quivariante Homologietheorie H?∗ mit Werten in R-Moduln
ordnet jeder Gruppe G eine G-Homologietheorie HG∗ mit Werten in R-Moduln zu
mit folgender Induktionsstruktur: Zu jedem Gruppenhomomorphismus α : H → G
gibt es fu¨r n ∈ Z und alle H-CW-Paare (X,A) einen natu¨rlichen Homomorphismus
indα : H
H
n (X,A)→H
G
n (indα(X,A))
mit indα(X,A) := G×α (X,A) und zwar derart, dass folgende Axiome erfu¨llt sind:
1. Vertra¨glichkeit mit dem Randhomomorphismus
∂Gn ◦ indα = indα ◦ ∂
H
n
2. Funktorialita¨t in α
Sei β : G → K ein Gruppenhomomorphismus, so dass ker(β ◦ α) frei auf X
operiert und
f1 : indβ indαX → indα◦β X, (k, g, x) 7→ (kβ(g), x)
der natu¨rliche K-Homo¨omorphismus. Dann gilt
indβ◦α = H
K
n (f1) ◦ indβ ◦ indα : H
H
n (X,A)→H
K
n (indβ◦α(X,A)).
3. Vertra¨glichkeit mit Konjugation
Sei c(g) : G → G die Konjugation die g′ auf gg′g−1 schickt. Fu¨r n ∈ Z, g ∈ G
und ein G-CW-Paar (X,A) stimmen die Homomorphismen
indc(g) : H
G
n (X,A)→H
G
n (indc(g)(X,A))
und HGn (f2) u¨berein, wobei f2 : (X,A)→ indc(g)(X,A) der durch
x 7→ (1, g−1x) definierte G-Homo¨omorphismus ist.
4. Bijektivita¨t
Falls kerα frei auf X operiert, so ist
indα : H
H
n (X,A)→H
G
n (indα(X,A))
fu¨r alle n ∈ Z bijektiv.
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Definition 2.3 (Isomorphismusvermutung). Sei
1. G eine diskrete Gruppe,
2. F eine Familie von Untergruppen von G und
3. H?∗ eine a¨quivariante Homologietheorie mit Werten in R-Moduln fu¨r einen
assoziativen Ring R.
Das Tripel (G,F ,H?∗) erfu¨llt die Isomorphismusvermutung (IC), wenn die Projektion
EFG→ pt einen Isomorphismus
HGn (EFG)→ H
G
n (pt)
fu¨r alle n ∈ Z induziert.
Definition 2.4 (gefaserte Isomorphismusvermutung). (G,F ,H?∗) erfu¨llt die gefa-
serte Isomorphismusvermutung (FIC), wenn fu¨r jeden Gruppenhomomorphismus
φ : K → G das Tripel (K,φ∗F ,H?∗) die Isomorphismusvermutung erfu¨llt.
Aus der gefaserten Isomorphismusvermutung folgt schon die Isomorphismusver-
mutung, indem man als Gruppenhomomorphismus die Identita¨t wa¨hlt.
Im Folgenden sei F nicht mehr eine Familie speziell fu¨r eine Gruppe gewa¨hlt, son-
dern eine Klasse von Gruppen, die abgeschlossen unter Isomorphismen und Unter-
gruppen- und Quotientenbildung ist. Fu¨r eine Gruppe G bezeichnen wir dann mit
FG die Familie, die alle Untergruppen von G entha¨lt, die zu F geho¨ren. FG ist dann
wieder wie im urspru¨nglichen Sinn eine Familie von Untergruppen von G.
Wir werden hauptsa¨chlich mit einer noch sta¨rkeren Variante der gefaserten Iso-
morphismusvermutung arbeiten:
Definition 2.5 (endlich erweiterbare, gefaserte Isomorphismusvermutung). Ein Tri-
pel (G,FG,H
?
∗) erfu¨llt FICwF , wenn FIC fu¨r jede endliche GruppeH fu¨r das Tripel
(G ≀H,FG≀H ,H
?
∗) erfu¨llt ist.
Indem man H trivial wa¨hlt, sieht man sofort, dass aus FICwF schon FIC folgt.
FICwF hat die nu¨tzliche Eigenschaft, dass sie sich, wie wir mit Satz 3.8 sehen
werden, auf endliche Erweiterung vererbt.
Fu¨r beliebige Tripel sind diese Isomorphismusvermutungen falsch. Das Tripel muss
also richtig gewa¨hlt werden. Ein besonderes Augenmerk werden wir auf die Farrel-
Jones-Isomorphismusvermutung fu¨r L-Theorie und algebraische K-Theorie richten.
Dafu¨r fixieren wir fu¨r F die Klasse aller virtuell zyklischen Gruppen VC und als
a¨quivariante Homologietheorien wa¨hlen wir H?n(−;KR) undH
?
n(−;L
〈−∞〉
R) wie bei-
spielsweise von Lu¨ck und Reich in [LR, Proposition 6.7] definiert.
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Definition 2.6 (L-FIC und K-FIC). Eine Gruppe G erfu¨llt die Farrell-Jones-
Isomorphismusvermutung fu¨r L-Theorie bzw. algebraische K-Theorie, wenn die Iso-
morphismusvermutung von (G,VCG,H
?
∗(−,L
〈−∞〉
R)) bzw. (G,VCG,H
?
∗(−,KR)) er-
fu¨llt wird, also die Projektion EVCGG→ pt fu¨r alle n ∈ Z Isomorphismen
HGn (EVCGG;KR)
∼=
−→ HGn (pt;KR)
HGn (EVCGG;L
〈−∞〉
R)
∼=
−→ HGn (pt;L
〈−∞〉
R)
induziert.
G erfu¨llt die (endlich erweiterbare) gefaserte Farrell-Jones-Isomorphismusvermu-
tung fu¨r L-Theorie bzw. algebraische K-Theorie, wenn (G,VCG,H
?
∗(−,L
〈−∞〉
R))
bzw.
(G,VCG,H
?
∗(−,KR)) die (endlich erweiterbare) gefaserte Isomorphismusvermutung
erfu¨llen. Wir schreiben dafu¨r kurz G erfu¨llt L-FIC(wF ) bzw. K-FIC(wF ).
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3 FIC-Werkzeugkasten
3.1 Schraubenzieher
Wir wenden uns zuna¨chst nicht allzu tiefliegenden Resultaten zu, die uns aber nichts-
destotrotz im weiteren Verlauf dieser Arbeit noch wichtige Dienste leisten werden.
Die meisten der folgenden Resultate finden sich u¨bersichtlich zusammengefasst in
[BLR, Abschnitt 1]. Wir erweitern einige lediglich von FIC auf FICwF .
Es sei bei den folgenden Aussagen immer eine a¨quivariante Homologietheorie fest
gewa¨hlt und teilweise auch eine Klasse F . Wir sagen ein Paar (G,FG) erfu¨llt FIC
(FICwF ), wenn (G,FG) bezu¨glich der gewa¨hlten Homologietheorie die (endlich
erweiterbare) gefaserte Isomorphismusvermutung erfu¨llt bzw. wenn zusa¨tzlich eine
Klasse F fest gewa¨hlt auch nur kurz
”
G erfu¨llt FIC(wF )“.
Schon in die Definition der gefaserten Isomorphismusvermutung eingebaut, ist
Lemma 3.1. Sei φ : K → G ein Gruppenhomomorphismus. Wenn FIC fu¨r (G,FG)
erfu¨llt ist, dann ist FIC auch fu¨r (K,φ∗FG) erfu¨llt.
Beweis. Sei L eine Gruppe und ψ : L → K ein Gruppenhomomorphismus und fu¨r
(G,FG) gelte FIC. Nach Definition von FIC ist fu¨r (K, (φ◦ψ)∗FG) die Isomorphis-
musvermutung erfu¨llt. Es gilt aber (K, (φ ◦ ψ)∗FG) = (K,ψ
∗(φ∗FG)), womit FIC
fu¨r (K,φ∗FG) erfu¨llt ist.
Lemma 3.2. Ist FICwF fu¨r ein Paar (G,FG) erfu¨llt, dann wird FICwF auch von
(K,FK) erfu¨llt fu¨r jede Untergruppe K von G.
Beweis. Fu¨r FIC erhalten wir die Aussage direkt aus Lemma 3.1, denn mit der
Inklusion i : K → G gilt FIC fu¨r
(K, i∗FG) = (K,FK).
Sei nun G eine Gruppe, die FICwF erfu¨llt,K eine Untergruppe von G undH eine
beliebige endliche Gruppe. Aufgrund von Lemma 1.18 ist K ≀ H eine Untergruppe
von G ≀H und da FIC von G ≀H erfu¨llt wird, ist FIC auch fu¨r K ≀H wahr. Es gilt
also FICwF fu¨r K.
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Betrachtet man FICwF bezu¨glich Familien virtuell zyklischer Untergruppen oder
anderer Familien, die endliche Gruppen einschließen, dann gilt FICwF schon direkt
fu¨r endliche Gruppen.
Lemma 3.3. Sei G eine endliche Gruppe und F eine Klasse von Gruppen, die alle
endlichen Gruppen entha¨lt. Dann wird FICwF von (G,FG) erfu¨llt.
Beweis. Sei φ : L→ G ein Gruppenhomomorphismus. Da G endlich ist, gilt G ∈ FG
und damit auch L ∈ φ∗FG. Somit ist schon ein Punkt ein Modell fu¨r den klassifizie-
renden Raum von Eφ∗FGL und insbesondere
HGn (Eφ∗FGG)→H
G
n (pt)
ein Isomorphismus. Fu¨r eine beliebige endliche Gruppe H ist auch G ≀H endlich und
mit dem gleichen Argument gilt FIC fu¨r G ≀H, also FICwF fu¨r G.
Wir brauchen die Vertra¨glichkeit von FICwF mit Kolimiten bezu¨glich gerichteter
Systeme von Gruppen. Die erhalten wir, wenn wir eine bestimmte Voraussetzung an
die a¨quivariante Homologietheorie stellen:
Definition 3.4 (streng stetige a¨quivariante Homologietheorie). Ein a¨quivariante
Homologietheorie H?∗ heißt streng stetig, wenn fu¨r jede Gruppe G und ein gerichtetes
System von Gruppen {Gi | i ∈ I} mit G = colimi∈I Gi fu¨r jedes n ∈ Z die Abbildung
colim
i∈I
ji : colim
i∈I
HGin (pt)→H
G
n (pt)
ein Isomorphismus ist, wobei ji : H
Gi
n (pt) → H
G
n (pt) die Komposition des Induk-
tionshomomorphismus HGin (pt)
∼=
−→ HGn (G/Gi) mit der Abbildung ist, die von der
Projektion G/Gi → pt induziert wird.
Satz 3.5. Sei H?∗ eine streng stetige a¨quivariante Homologietheorie. Sei {Gi | i ∈ I}
ein gerichtetes System von Gruppen, das durch Homomorphismen ji : Gi → Gi+1
gerichtet ist. Falls FICwF fu¨r (Gi,FGi ,H
?
∗) fu¨r alle i ∈ I erfu¨llt ist, dann ist
FICwF auch erfu¨llt fu¨r (colimi∈I Gi,Fcolimi∈I Gi ,H
?
∗).
Beweis. Sei H eine beliebige endliche Gruppe. Nach der Definition von FICwF ist
FIC wahr fu¨r (Gi ≀H,FGi≀H ,H
?
∗) fu¨r alle i ∈ I. Mit den Homomorphismen
Ji : Gi ≀H → Gi+1 ≀H, (f, h) 7→ (ji ◦ f, h)
bilden die {Gi ≀H | i ∈ I} ein gerichtetes System von Gruppen.
18
3.1 Schraubenzieher
Sei G := colimi∈I(Gi ≀ H). Da wir H
?
∗ als streng stetig vorausgesetzt haben, gilt
FIC fu¨r (G,FG,H
?
∗). Ein Beweis dazu findet sich bei Bartels, Echterhoff und Lu¨ck
[BEL, Proposition 4.6]. Es gilt mit Lemma 1.20
G = colim
i∈I
(Gi ≀H) ∼= (colim
i∈I
Gi) ≀H.
Also ist FIC wahr fu¨r (colimi∈I Gi) ≀H und damit FICwF fu¨r colimi∈I Gi.
Fu¨r das folgende Lemma nutzen wir das Transitivita¨tsprinzip, das beispielsweise
in [BL, Theorem 1.5] bewiesen wird.
Satz 3.6 (Transitivita¨tsprinzip). Seien F ⊆ G zwei Familien von Untergruppen von
G und fu¨r jede Gruppe H ∈ G sei FIC erfu¨llt fu¨r (H,F ∩ H). Dann ist FIC fu¨r
(G,G) genau dann wahr, wenn FIC fu¨r (G,F) wahr ist.
Lemma 3.7. Sei p : K → G ein Gruppenhomomorphismus. FIC sei erfu¨llt fu¨r
(G,FG) und fu¨r (p
−1(C),Fp−1(C)) fu¨r alle C ∈ FG. Dann wird FIC auch von
(K,FK) erfu¨llt.
Beweis. Sei q : L → K ein Gruppenhomomorphismus. Wir haben zu zeigen, dass
IC von (L, q∗FK) erfu¨llt wird. Es gilt FK ⊆ p
∗FG, denn da F abgeschlossen unter
Quotientenbildung ist, gilt p(A) ∼= A/ ker(p|A) ∈ F fu¨r A ∈ FK ist, also p(A) ∈ FG.
Damit ist auch q∗FK ⊆ q
∗p∗FG.
Wir wollen nun fu¨r die Familien q∗FK und q
∗p∗FG das Transitivita¨tsprinzip an-
wenden. Sei H ∈ q∗p∗FG. Dann gibt es ein V ∈ FG mit q(H) ⊆ p
−1(V ). Fu¨r das
Transitivita¨tsprinzip brauchen wir FIC fu¨r (H, q∗FK ∩H). Es gilt aber
q∗FK ∩H = (q|H)
∗FK = (q|H)
∗Fp−1(V ).
Fu¨r (p−1(V ),Fp−1(V )) ist FIC nach Voraussetzung erfu¨llt. Wir wenden Lemma 3.1
auf q|H an und erhalten FIC fu¨r (H, (q|H )
∗Fp−1(V )).
Wir werden spa¨ter mit Lemma 3.16 noch zeigen, dass sich auch dieses Resultat auf
FICwF erweitern la¨sst, wenn wir einige zusa¨tzliche Voraussetzungen annehmen.
Der na¨chste Satz rechtfertigt schließlich, warum wir uns u¨berhaupt mit Kranz-
produkten und FICwF statt FIC bescha¨ftigen.
Satz 3.8. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G mit endlichem Index.
Ist FICwF fu¨r N erfu¨llt, dann ist FICwF auch schon fu¨r G wahr.
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Beweis. Wir haben folgende exakte Sequenz von Gruppen
1→ N → G→ G/N → 1.
Nach Satz 1.17 ist G Untergruppe von N ≀(G/N). Fu¨r eine beliebige endliche Gruppe
H gilt also mit Lemma 1.18 und Lemma 1.21
G ≀H ⊂ (N ≀ (G/N)) ≀H ⊂ N ≀ ((G/N) ≀H)
(G/N) ≀H ist eine endliche Gruppe, da sowohl G/N als auch H endlich sind. Nach
Definition von FICwF ist FIC fu¨r N ≀ ((G/N) ≀H) wahr, was sich mit Lemma 3.2
auf die Untergruppe G ≀H u¨bertra¨gt. Damit wird FICwF von G erfu¨llt.
Die Voraussetzung, dass die Untergruppe normal sein muss, kann fallengelassen
werden, wenn wir uns auf endlich erzeugte Gruppen einschra¨nken, wie wir im Fol-
genden sehen.
Korollar 3.9. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe. Erfu¨llt G virtuell FICwF , d.h.
es gibt eine Untergruppe mit endlichem Index in G, die FICwF erfu¨llt, dann gilt
FICwF auch fu¨r G.
Beweis. Sei H eine Untergruppe von G mit endlichem Index n, die FICwF erfu¨llt.
Definiere N :=
⋂
g∈G gHg
−1. N ist Normalteiler von G und eine Untergruppe von H.
Da G endlich erzeugt ist, gibt es zu einem festen endlichen Index n nur endliche viele
Untergruppen (siehe [Ba], Kapitel III, Theorem 3), das heißt wir finden eine endliche
Teilmenge M ⊂ G mit N ∼=
⋂
g∈M gHg
−1. Als endlicher Schnitt von Gruppen mit
endlichem Index hat N auch endlichen Index in G.
N erfu¨llt als Untergruppe von H mit Lemma 3.2 auch FICwF und mit Satz 3.8
gilt FICwF dann auch fu¨r G.
Zum Abschluss dieses Abschnittes liefert uns ein zweites Korollar eine erste Aus-
sage u¨ber Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten, die wir spa¨ter verwenden
werden.
Korollar 3.10. SeiM eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit mit endlicher U¨berlagerung
N , deren Fundamentalgruppe FICwF erfu¨llt. Dann gilt FICwF auch schon fu¨r die
Fundamentalgruppe von M .
Beweis. Als endliche U¨berlagerung einer kompakten Mannigfaltigkeit ist N auch
wieder kompakt. Damit ist pi1(N) endlich erzeugt. Die lange exakte Homotopiese-
quenz liefert uns pi1(N) als Untergruppe von pi1(M) mit endlichem Index. Mit dem
vorherigen Korollar wird damit FICwF von pi1(M) erfu¨llt.
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Wir kommen nun von den leichten Schraubenziehern zu schwererem Gera¨t. Als Ziel
hatten wir uns aufgestellt:
Zielsatz. Eine endlich erweiterbare, gefaserte Isomorphismusvermutung, die die
Anforderungen W1 bis W5 erfu¨llt, gilt fu¨r Fundamentalgruppen von dreidimensio-
nalen Mannigfaltigkeiten.
Wir werden nun erla¨utern, was es mit den Werkzeugen W1 bis W5, die wir fu¨r
unseren Beweis des Zielsatzes beno¨tigen, auf sich hat, und im Anschluss mit deren
Hilfe noch einige weitere wichtige Werkzeuge beweisen.
W1: FICwF gilt fu¨r alle Gruppen der Gestalt Z2 Y Z.
W2: FICwF gilt fu¨r Fundamentalgruppen von nicht-positiv gekru¨mmten, geschlos-
senen Mannigfaltigkeiten.
W3: FIC gilt fu¨r virtuell abelsche Gruppen.
W4: Sei {Gi | i ∈ I} ein gerichtetes System von Gruppen und fu¨r jedes Gi gelte
FIC. Dann gilt FIC auch fu¨r colimi∈I Gi.
W5: Sei p : L → G ein Gruppenhomomorphismus und FIC gelte fu¨r G. Ist FIC
wahr fu¨r p−1(V ) fu¨r jede virtuell zyklische Untergruppe V von G, dann gilt
FIC auch fu¨r L.
Fu¨r eine beliebige Isomorphismusvermutung wissen wir nicht, ob tatsa¨chlich all
diese Anforderungen erfu¨llt werden. Aber wenn wir uns bei der Wahl der Iso-
morphisvermutung etwas einschra¨nken, bekommen wir einige dieser Werkzeuge zur
Verfu¨gung gestellt, was wir im Folgenden genauer ausfu¨hren werden.
W5 ist in den zentralen Sa¨tzen 4.5 und 4.20 ein entscheidendes Beweismittel.
Betrachten wir Isomorphismusvermutungen bezu¨glich Familien virtuell zyklischer
Untergruppen, ist W5 nichts anderes als die Aussage von Lemma 3.7. Fu¨r jede
Unterfamilie, wie beispielsweise die Familie endlicher Untergruppen oder die Familie
der trivialen Untergruppe, gilt ebenfalls W5.
Spezialisieren wir uns noch weiter auf die Farrell-Jones-Isomorphismusvermutung
fu¨r L-Theorie oder algebraische K-Theorie, bekommen wir mit Satz 3.5 auch noch
W4, da in beiden Fa¨llen die a¨quivarianten Homologietheorien streng stetig sind.
Ein Beweis dafu¨r findet sich von Bartels, Lu¨ck und Echterhoff in [BEL, Lemma
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5.2], die dort auch noch einige andere streng stetige a¨quivariante Homologietheorien
auflisten.
W2 erhalten wir, wenn wir wissen, dass FIC fu¨r Gruppen gilt, die proper, ko-
kompakt und isometrisch auf einem CAT(0)-Raum operieren. Wir werden das in
Satz 3.11 beweisen. Bei Bartels und Lu¨ck schlummert ein unvero¨ffentlichter Be-
weis1, dass L-FIC fu¨r CAT(0)-Gruppen gilt und K-FIC immerhin fu¨r n < 1 fu¨r
CAT(0)-Gruppen wahr ist.
W3 hat Quinn in [Q, Theorem 1.2.2] schon fu¨r K-FIC gezeigt. Fu¨r die Farrell-
Jones-Isomorphismusvermutung in algebraischer K-Theorie mu¨ssen wir also ledig-
lich folgende zwei Werkzeuge als Voraussetzung fordern:
K-W1: Alle Gruppen der Gestalt Z2 Y Z erfu¨llen K-FICwF .
K-W2: Fu¨r n ≥ 1 gilt K-FIC fu¨r Gruppen, die proper, kokompakt und isometrisch
auf einem endlich dimensionalen CAT(0)-Raum operieren.
Fu¨r L-FIC fehlt uns leider ein a¨hnliches Resultate zu W3, aber dafu¨r ko¨nnen wir
davon ausgehen, dass L-FIC fu¨r CAT(0)-Gruppen gilt. Es bleiben deshalb fu¨r den
L-Theorie-Fall folgende zwei Voraussetzungen u¨brig:
L-W1: Alle Gruppen der Gestalt Z2 Y Z erfu¨llen L-FICwF .
L-W2: L-FIC gilt fu¨r virtuell abelsche Gruppen.
Gruppen der Gestalt Z2 Y Z sind ein Spezialfall von virtuellen poly-Z-Gruppen,
das heißt Gruppen, die mit endlichem Index eine Untergruppe enthalten, die ei-
ne Normalreihe besitzt mit Faktoren isomorph zu Z. Zur Farrell-Jones-Isomorphis-
musvermutung und virtuell poly-Z-Gruppen gibt es zwar von Farrell und Jones mit
[FJ, Proposition 2.2] eine Aussage, auf die auch Roushon in seiner Arbeit u¨ber 3-
Mannigfaltigkeiten verweist ([R1, Proposition 2.1]), allerdings ist das im Beweis von
Farrell und Jones verwendete Theorem 4.8 ([FJ, S. 283]) nachwievor unbewiesen, so
dass wir nicht darum herum kommen K-W1 und L-W1 als Voraussetzung zu fordern.
Fu¨r die (teilweise) Elimination von W2 als Voraussetzung fu¨r L-FIC und K-FIC
mu¨ssen wir noch folgenden Satz nachreichen:
Satz 3.11. FIC gelte fu¨r Gruppen die proper, kokompakt und isometrisch auf einem
CAT(0)-Raum operieren. Dann gilt FICwF fu¨r Fundamentalgruppen von geschlos-
senen, nicht-positiv gekru¨mmten Mannigfaltigkeiten.
1inzwischen zu finden in: A. Bartels, W. Lu¨ck, The Borel Conjecture for hyperbolic and CAT(0)-
groups, arXiv:math.GT/0901.0442, 2009.
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Beweis. Sei M eine geschlossene nicht-positiv gekru¨mmte Mannigfaltigkeit, M˜ ihre,
ebenfalls nicht-positiv gekru¨mmte, universelle U¨berlagerung, die insbesondere ein
CAT(0)-Raum ist. Sei G := pi1(M) und H eine endliche Gruppe. Wir mu¨ssen FIC
fu¨r G ≀ H zeigen und definieren dafu¨r eine propere, kokompakte und isometrische
Gruppenoperation von G ≀H auf M˜H. G operiert auf M˜ bereits proper, kokompakt
und isometrisch und zudem frei und eigentlich diskontinuierlich und ebenso GH auf
M˜H . Wir mu¨ssen uns also nur noch na¨her anschauen, was das H aus G ≀H bewirkt.
Wir definieren die Operation von G ≀H auf M˜H durch
(f,0)(mh)h∈H =
(
f(h)mh
)
h∈H
(0,a)(mh)h∈H = (ma−1h)h∈H
fu¨r (f, 0), (0, a) ∈ G ≀H und (mh)h∈H ∈ M˜
H . Es la¨sst sich leicht nachrechnen, dass
dies tatsa¨chlich eine Gruppenoperation definiert.
(0, a) permutiert lediglich die Eintra¨ge von (mh)h∈H . Wa¨hlen wir auf M˜
n die
Produktmetrik dn (mit dn((mh)h∈H , (m
′
h)h∈H)
2 =
∑
h∈H d
n(mh,m
′
h)
2), so ist diese
Permutation isometrisch. Außerdem ist M˜H/(G ≀H) ∼=MH/H als Projektion einer
kompakten Mannigfaltigkeit kompakt. Bleibt zu zeigen, dass G ≀ H auch proper
operiert.
Sei (m,n) := ((mh)h∈H , (nh)h∈H) ∈ M˜
H × M˜H . Da G ≀ H diskret ist, operiert
G ≀H nach [MS, Korollar 3.1.6] proper, wenn es fu¨r (m,n) eine Umgebung W gibt,
so dass
Z :=
{
(f, a) ∈ G ≀H
∣∣∣ (f,a)m′ = n′ fu¨r (m′, n′) ∈W }
endlich ist.
G operiert eigentlich diskontinuierlich auf M˜ , das heißt wir finden fu¨r alle mh
aus m Umgebungen U˜h, so dass U˜h ∩ gU˜h = ∅ fu¨r alle g ∈ G und analog auch
Umgebungen V˜h fu¨r alle nh aus n. Wa¨hle
ε
2 -Umgebungen Uh und Vh fu¨r alle h ∈ H
(also ε > 0 so, dass d(mh,m
′
h) <
ε
2 ⇒ m
′
h ∈ Uh und d(mh,m
′
h) < ε⇒ m
′
h ∈ U˜h und
analog fu¨r Vh).
Wir wollen zeigen, dass es fu¨r zwei solche ε2 -Umgebungen Ui und Vj, i, j ∈ H,
ho¨chstens ein g ∈ G existiert mit gUi ∩ Vj 6= ∅. Wir nehmen also an zu a1, a2 ∈ Ui
und b1, b2 ∈ Vj gebe es p, q ∈ G, p 6= q mit
pa1 = b1 und
qa2 = b2. Es gilt
d(mi, a1) <
ε
2
und d(mi, a2) <
ε
2
.
Da G isometrisch operiert, gilt dann auch
d(pmi, b1) = d(
pmi,
pa1) <
ε
2
und d(qmi, b2) = d(
qmi,
qa2) <
ε
2
.
23
3 FIC-Werkzeugkasten
Also d(pmi, nj), d(
qmi, nj) < ε und damit
pmi,
qmi ∈ V˜j , was zum Widerspruch
V˜j ∩ pq
−1V˜j 6= ∅ fu¨hrt.
p
q
U˜i
V˜j
Uj
Vjmi nj
a1
a2
b1
b2
pmi
qmi
pq−1
Fu¨r i, j ∈ H gibt es also ho¨chstens ein gi,j ∈ G mit gi,jUi ∩ Vj 6= ∅. Wa¨hle
W = (Uh, Vh)h∈H als Umgebung von (m,n). Sei (f, a) ∈ Z, also
(f,a)(m′h)h∈H = (n
′
h)h∈H fu¨r ein (m
′, n′) ∈W
⇔ f(h)m′h = n
′
a−1h
fu¨r alle h ∈ H
⇔ f(h) = gh,a−1h fu¨r alle h ∈ H.
Damit ist f durch a schon eindeutig bestimmt. Da H endlich ist, muss also auch Z
endlich sein.
3.2.1 Die *-Werkzeuge
Zusa¨tzlich zu den Werkzeugen W1 bis W5 werden wir noch die folgenden Aussagen
brauchen, die wir aber alle beweisen ko¨nnen, wenn wir die Werkzeuge W2 bis W5
voraussetzen.
*W6: FICwF gilt fu¨r endliche Gruppen.
*W7: FICwF gilt fu¨r abza¨hlbare, freie Gruppen.
*W8: Seien G1 und G2 Gruppen die FICwF erfu¨llen. Dann gilt FICwF auch fu¨r
G1 ×G2.
*W9: Seien G1 und G2 abza¨hlbare Gruppen die FICwF erfu¨llen. Dann gilt FICwF
auch fu¨r G1 ∗G2.
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*W6 gilt sowieso in den meisten Fa¨llen aufgrund von Lemma 3.3, aber auch sonst
ist *W6 einfach ein Spezialfall von W3. Die restlichen *-Werkzeugen werden wir in
diesem Kapitel beweisen. Außerdem werden wir zeigen, dass wir die Aussagen W3,
W4 und W5 ohne Einschra¨nkung von FIC auf FICwF erweitern ko¨nnen:
*W3: FICwF gilt fu¨r virtuell abelsche Gruppen.
*W4: Sei {Gi | i ∈ I} ein gerichtetes System von Gruppen und fu¨r jedes Gi gelte
FICwF . Dann gilt FICwF auch fu¨r colimi∈I Gi.
*W5: Sei p : L → G ein Gruppenhomomorphismus und FICwF gelte fu¨r G. Ist
FICwF wahr fu¨r p−1(V ) fu¨r jede virtuell zyklische Untergruppe V von G,
dann gilt FICwF auch fu¨r L.
Wenn W3 gilt, erhalten wir *W3 folgendermaßen.
Lemma 3.12 (*W3). FIC gelte fu¨r virtuell abelsche Gruppen. Dann gilt auch
FICwF fu¨r virtuell abelsche Gruppen.
Beweis. Sei G eine virtuell abelsche Gruppe und A eine abelsche Untergruppe von
G mit endlichem Index. Sei H eine beliebige endliche Gruppe. AH ist auch wieder
abelsch und hat endlichen Index in GH. GH wiederum hat endlichen Index in G ≀H.
Es ist also auch G ≀H virtuell abelsch und erfu¨llt nach Voraussetzung FIC.
Ist die Gu¨ltigkeit von W4 gegeben, ko¨nnen wir fu¨r *W4 den Beweis von Lemma 3.5
nutzen: Da wir mit W4 die Vertra¨glichkeit von FIC mit Kolimiten voraussetzen,
brauchen wir nicht mehr wie in Lemma 3.5 eine streng stetige Homologietheorie
fordern und der Rest des Beweises fu¨r die Vertra¨glichkeit von FICwF mit Kolimiten
geht analog durch.
Fu¨r die Erweiterung von W5 auf *W5, mu¨ssen wir zuerst *W7 und *W8 beweisen.
Wir beno¨tigen dafu¨r folgendes Hilfslemma:
Lemma 3.13. Sei FICwF eine endlich erweiterbare, gefaserte Isomorphismusver-
mutung, fu¨r die W2 und *W6 gilt. Sei M eine kompakte, geschlossene Fla¨che. Dann
wird FICwF von pi1(M) erfu¨llt.
Beweis. S2 und RP 2 erfu¨llen mit trivialer bzw. mit zyklischer Fundamentalgruppe
der Ordnung 2 aufgrund von *W6 FICwF und alle anderen kompakten, geschlos-
sene Fla¨chen ko¨nnen mit einer nicht-positiven Metrik versehen werden, erfu¨llen also
FICwF aufgrund von W2.
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Lemma 3.14 (*W7). Sei FICwF eine endlich erweiterbare, gefaserte Isomorphis-
musvermutung, fu¨r die W2, W4 und *W6 gilt. Dann ist FICwF wahr fu¨r freie
Gruppen mit abza¨hlbar vielen Erzeugern, d.h. es gilt *W7.
Beweis. Sei F = 〈a1, . . . , ag〉 eine endlich erzeugte freie Gruppe mit g Erzeugern,
g ≥ 1, undM eine kompakte Fla¨che vom Geschlecht g. Nach dem letzten Lemma 3.13
ist FICwF wahr fu¨r
pi1(M) = 〈a1, b1, . . . , ag, bg; [a1, b1] · · · [ag, bg] = 1〉 .
Aufgrund des Freiheitssatzes von Magnus (siehe beispielsweise [MKS], Theorem 4.10)
ist F eine frei erzeugte Untergruppe von pi1(M) und erfu¨llt somit nach Lemma 3.2
FICwF .
Sei F nun eine freie Gruppe mit abza¨hlbar vielen Erzeugern xi, i ∈ N. Fn sei die
von {x1, · · · , xn} erzeugte freie Gruppe. Fi ist Untergruppe von Fi+1 und bezu¨glich
dieser Inklusionen gilt
F ∼= colim
i→∞
Fi.
Wie haben bereits gezeigt, dass FICwF wahr ist fu¨r alle Fi, also aufgrund von *W4
auch fu¨r colimi∈N Fi = F .
Im Folgenden sei jetzt FICwF immer eine endlich erweiterbare, gefaserte Iso-
morphismusvermutung, fu¨r die W2, W3, W4 und W5 gilt. W1 wird erst wesentlich
spa¨ter eine Rolle spielen.
Lemma 3.15 (*W8). Seien G1 und G2 Gruppen, fu¨r die FICwF gilt, dann wird
FICwF auch von G1 ×G2 erfu¨llt, d.h. es gilt *W8.
Beweis. Wir zeigen zuna¨chst, dass FIC fu¨r G1×G2 erfu¨llt ist und betrachten dazu
die Projektion
p1 : G1 ×G2 → G1.
Mit W5 genu¨gt es zu zeigen, dass fu¨r jede virtuell zyklische Untergruppe V1 von G1
FIC von p−11 (V1) = V1 ×G2 erfu¨llt wird. Dazu betrachten wir die Projektion
p2 : V1 ×G2 → G2.
Wiederum mit W5 genu¨gt es nun zu zeigen, dass FIC von p−12 (V2) erfu¨llt wird fu¨r
alle virtuell zyklischen Untergruppen V2 von G2. Es gilt p
−1
2 (V2) = V1 × V2. Da
V1 und V2 virtuell zyklisch sind, existieren zyklische Untergruppen C1 ⊂ V1 und
C2 ⊂ V2 mit endlichem Index. Dann ist C1 × C2 eine Untergruppe von V1 × V2 mit
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endlichem Index, die insbesondere abelsch ist. Mit W3 gilt also FIC fu¨r V1×V2 und
damit auch fu¨r G1 ×G2.
Sei H eine beliebige endliche Gruppe. Nach Definition von FICwF ist FIC wahr
fu¨r G1 ≀ H und G2 ≀ H. Es gilt also FIC fu¨r (G1 ≀ H) × (G2 ≀ H). Aufgrund von
Lemma 1.19 ist (G1 × G2) ≀ H eine Untergruppe von (G1 ≀ H) × (G2 ≀ H). Mit
Lemma 3.2 u¨bertra¨gt sich FIC auf Untergruppen und damit ist FICwF wahr fu¨r
G1 ×G2.
Mit *W8 ko¨nnen wir die Aussage von Lemma 3.7 auf FICwF erweitern und damit
dann auch W5 auf *W5.
Lemma 3.16. Sei FICwF eine endlich erweiterbare, gefaserte Isomorphismusver-
mutung, fu¨r die *W8 gilt. Sei p : K → G ein Gruppenhomomorphismus. FICwF sei
erfu¨llt fu¨r (G,FG) und fu¨r (p
−1(L),Ff−1(L)) fu¨r alle L ∈ FG. Dann wird FICwF
auch von (K,FK) erfu¨llt.
Beweis. Sei H ein beliebige endliche Gruppe der Ordnung n. Dann induziert p einen
Gruppenhomomorphismus
p˜ : K ≀H → G ≀H, (k, h) 7→ (f ◦ k, h).
Sei V ∈ FG≀H . Fu¨r G ≀H gilt nach Voraussetzung FIC. Um FIC fu¨r (K ≀H) zu
zeigen, reicht es aufgrund von Lemma 3.7 FIC fu¨r p˜−1(V ) zu zeigen.
Gn ist Normalteiler von G ≀ H mit endlichem Index. V ∩ Gn ∈ FG≀H . Sei Pi
die Projektion von V ∩ Gn auf die i-te Komponente. Da F abgeschlossen unter
Quotientenbildung ist, gilt Pi ∈ FG. Nach Voraussetzung gilt FICwF fu¨r p˜
−1(Pi),
mit *W8 gilt FICwF dann fu¨r
∏
1≤i≤n p˜
−1(Pi) und somit auch fu¨r V ∩G
n, da sich
mit Lemma 3.2 FICwF auf Untergruppen u¨bertra¨gt.
Da Gn als Normalteiler mit endlichem Index in G ≀ H liegt, ist p˜−1(V ∩ Gn)
normal in p˜−1(V ) (fu¨r x ∈ p˜−1(v) und y ∈ p˜−1(w) mit v ∈ V und w ∈ V ∩ Gn gilt
p˜(xyx−1) = vwv−1 ∈ V ∩Gn) und hat auch endlichen Index, denn es gilt
|V/(V ∩Gn)| = |V Gn/Gn| ≤ |(G ≀H)/Gn| <∞.
Wir erhalten also die exakte Sequenz
1→ p˜−1(V ∩Gn)
i
−→ p˜−1(V )
pr ◦ ep
−−−→ V/(V ∩Gn)→ 1
und somit gilt aufgrund von Satz 3.8 FICwF fu¨r p˜−1(V ) und insbesondere auch
FIC, was zu zeigen war.
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Korollar 3.17 (*W5). Sei FICwF eine gefaserte Isomorphismusvermutung, fu¨r
die W5 und *W8 gilt. Dann gilt auch *W5, d.h. ist p : K → G ein Gruppenho-
momorphismus und FICwF gilt sowohl fu¨r G als auch fu¨r p−1(V ) fu¨r alle virtuell
zyklischen Untergruppe V von G, dann gilt FICwF auch fu¨r K.
Beweis. Die Voraussetzung von Lemma 3.16 sind erfu¨llt. Wa¨hlen wir V im Beweis
von Lemma 3.16 als virtuell zyklische Untergruppe von G ≀H, dann ko¨nnen wir statt
Lemma 3.7 einfach W5 anwenden und der Beweis geht vo¨llig analog durch.
Die Aussage von *W9 zeigen wir zuna¨chst fu¨r FIC, bevor wir sie mit Satz 3.23
dann auch fu¨r FICwF beweisen. Der Aufbau des Beweises ist leicht abgea¨ndert,
aber sonst von Roushon u¨bernommen [R1, Reduction Theorem und Theorem 3.1].
Satz 3.18. Seien G1 und G2 abza¨hlbare Gruppen, die FIC erfu¨llen. Dann wird
FIC auch von dem freien Produkt G1 ∗G2 erfu¨llt.
Fu¨r den Beweis beno¨tigen wir Gruppenoperationen auf Ba¨umen. Fu¨r Details sei
auf das Buch von Serre [Ser] verwiesen. Wir greifen zuna¨chst auf folgenden Satz
zuru¨ck.
Satz 3.19 ([Ser, Theorem 7]). Sei G = GP ∗A GQ ein amalgamiertes Produkt von
zwei Gruppen. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau einen Baum X auf dem G
operiert mit einem Segment T = • a •P Q als Fundamentalbereich, wobei P von GP ,
Q von GQ und a von A in X festgehalten wird.
Fu¨r den Beweis von Satz 3.18 basteln wir daraus folgendes Lemma.
Lemma 3.20. Zu einem freien Produkt GP ∗ GQ gibt es einen Baum X auf dem
GP ∗GQ operiert mit trivialen Kantenstandgruppen und die Eckenstandgruppen sind
alle von der Gestalt gGP g
−1 oder gGQg
−1 fu¨r gewisse g ∈ GP ∗GQ.
Beweis. Nach dem letzten Satz gibt es einen Baum X auf dem GP ∗ GQ operiert
mit einem Segment T = • a •P Q als Fundamentalbereich. Zu jeder Ecke E von X
gibt es daher ein g ∈ GP ∗ GQ mit gP = E oder gQ = E und somit ist jede
Eckenstandgruppe zu GP oder GQ konjugiert, was man wie folgt einsieht:
Sei GE die Standgruppe einer Ecke E. Wir nehmen ohne Einschra¨nkung an, dass
E zur Bahn von P geho¨rt. Der andere Fall verla¨uft vo¨llig analog. Es gibt also ein
g ∈ GP ∗GQ mit gP = E. Fu¨r alle h ∈ GE wird P von g
−1hg festgehalten und damit
h ∈ gGP g
−1 und umgekehrt wird E von jedem Element aus gGP g
−1 festgehalten,
denn gg1g
−1E = gg1P = gP = E fu¨r g1 ∈ GP .
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a wird nur von der trivialen Gruppe festgehalten. Mit einer analogen Argumen-
tation, bei der lediglich GP durch die triviale Gruppe ersetzt wird, folgt, dass alle
Kantenstandgruppen trivial sein mu¨ssen.
Beweis von Satz 3.18. Wir betrachten die kanonische Projektion
pi : G1 ∗G2 → G1 ×G2.
Nach Voraussetzung ist FIC wahr fu¨r G1 und G2 also mit *W8 auch fu¨r G1 ×G2.
Mit W5 reicht es nun zu zeigen, dass fu¨r jede virtuell zyklische Untergruppe V von
G1 × G2 FIC fu¨r das Urbild pi
−1(V ) ⊂ G1 ∗ G2 wahr ist. Wir zeigen mit dem
na¨chsten Lemma, dass es in dieser Situation eine abza¨hlbare freie Gruppe F und
eine endliche Gruppe H gibt, so dass
pi−1(V ) ⊂ F ≀H
gilt. Mit Lemma 3.14 erhalten wir FICwF fu¨r F . FIC vererbt sich dann mit Lem-
ma 3.2 von F ≀H auf die Untergruppe pi−1(V ).
Lemma 3.21. Seien G1 und G2 abza¨hlbare Gruppen, V eine virtuell zyklische Un-
tergruppe von G1 ×G2 und
pi : G1 ∗G2 → G1 ×G2
der kanonisch gegebene surjektive Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es eine ab-
za¨hlbare freie Gruppe F und eine endliche Gruppe H, so dass pi−1(V ) Untergruppe
von F ≀H ist.
Beweis. 1. Fall: V hat endliche Ordnung.
Wir betrachten folgende exakte Sequenz
1→ ker(pi)→ pi−1(V )→ V → 1.
Nach Satz 1.17 ist pi−1(V ) Untergruppe von ker(pi) ≀ V . Nach Voraussetzung ist V
endlich. Bleibt zu zeigen, dass ker(pi) frei ist. Wir benutzen Lemma 3.20. Demnach
operiert das freie Produkt G1 ∗ G2 auf einem Baum T mit trivialen Kantenstand-
gruppen und die Eckenstandgruppen haben die Gestalt gG1g
−1 oder gG2g
−1 fu¨r
bestimmte g ∈ G1 ∗ G2. ker(pi) operiert als Untergruppe von G1 ∗ G2 ebenfalls auf
T und zwar mit Eckenstandgruppen ker(pi) ∩ gGig
−1, i ∈ {1, 2}.
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Sei ghg−1 ∈ ker(pi) ∩ gGig
−1 ein Element, dass eine Ecke von T festha¨lt und sei
(g1, g2) := pi(g). Wir nehmen h ∈ G1 an. Der andere Fall geht analog. Es gilt
1 = pi(ghg−1) = pi(g)pi(h)pi(g−1) = (g1hg
−1
1 , g2g
−1
2 ).
Aus g1hg
−1
1 = 1 folgt h = 1 und damit sind alle Standgruppen ker(pi) ∩ gGig
−1
trivial. ker(pi) operiert also frei auf T und ist damit auch als Gruppe frei ([Ser,
Theorem 4]).
2. Fall: V hat unendliche Ordnung.
Da V virtuell zyklisch ist, gibt es eine unendliche zyklische Untergruppe C von V
mit endlichem Index. C kann ohne Einschra¨nkung als normale Untergruppe gewa¨hlt
werden. Wir zeigen in Lemma 3.22, dass dies tatsa¨chlich keine Einschra¨nkung ist.
Wir betrachten nun folgende exakte Sequenz von Gruppen
1→ pi−1(C)
i
−→ pi−1(V )
pr ◦ pi
−−−−→ V/C → 1,
wobei pr : V → V/C die kanonische Projektion ist. Mit Satz 1.17 ist pi−1(V ) Unter-
gruppe von pi−1(C) ≀V/C. V/C ist endlich. Es bleibt lediglich zu zeigen, dass pi−1(C)
frei ist.
Wir nehmen dazu wieder die Operation von G1 ∗ G2 auf einem Baum T zur
Hilfe. Als Untergruppe von G1 ∗ G2 operiert auch pi
−1(C) auf T . Wir haben be-
reits im ersten Fall gezeigt, dass ker(pi) ∩ gGig
−1 trivial ist. pi eingeschra¨nkt auf die
Eckenstandgruppen gGig
−1 fu¨r i = 1, 2 ist also injektiv und damit insbesondere auf
pi−1(C)∩ gGig
−1 injektiv. pi−1(C)∩ gGig
−1 ist also isomorph zu einer Untergruppe
von C und damit entweder trivial oder wie C ebenfalls unendlich zyklisch. pi−1(C)
operiert also auf T mit trivialen Kantenstandgruppen und die Eckenstandgruppen
sind alle entweder trivial oder frei mit einem Erzeuger. pi−1(C) ist damit ein freies
Produkt von freien Gruppen (siehe beispielsweise [Ba, VII, Theorem 2] oder [Ser,
5.4, Theorem 12]), also selbst eine freie Gruppe.
Lemma 3.22. Sei V eine virtuell zyklische Gruppe. Dann besitzt V einen zyklischen
Normalteiler N mit endlichem Index.
Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine zyklische Untergruppe C von V mit end-
lichem Index. N :=
⋂
g∈V gCg
−1 ist ein Normalteiler von V . Da V endlich erzeugt
ist, gibt es nur endlich viele Untergruppen von V mit Index [V : C] (siehe beispiels-
weise [Ba, Kapitel III, Theorem 3]). Es gibt also eine endliche Teilmenge H ⊂ V
mit N =
⋂
g∈H gCg
−1. N ist als endlicher Schnitt von zyklischen Untergruppen mit
endlichem Index selbst wieder zyklisch mit endlichem Index.
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Wir haben nun die Vertra¨glichkeit von FIC mit dem freien Produkt bewiesen.
Jetzt fehlt sie noch fu¨r FICwF .
Satz 3.23 (*W9). Sei FICwF eine endlich erweiterbare, gefaserte Isomorphismus-
vermutung, fu¨r die W2, W3, W4 und W5 gilt. Seien G1 und G2 abza¨hlbare Grup-
pen, die FICwF erfu¨llen. Dann wird FICwF auch von dem freien Produkt G1 ∗G2
erfu¨llt.
Beweis. Sei H eine endliche Gruppe. Die surjektive Abbildung
pi : G1 ∗G2 → G1 ×G2
la¨sst sich erweitern zu der surjektiven Abbildung
p : (G1 ∗G2) ≀H → (G1 ×G2) ≀H
(f : H → G1 ∗G2, h) 7→ (pi ◦ f, h).
Mit Lemma 3.15 wissen wir, dass FICwF fu¨r G1×G2, also FIC fu¨r (G1×G2) ≀H
gilt. Wir betrachten eine beliebige virtuell zyklische Untergruppe V von (G1×G2)≀H
und zeigen, dass das FIC von dem Urbild p−1(V ) erfu¨llt wird. Da wir W5 gefordert
hatten, ist dann auch FIC fu¨r (G1 ∗G2) ≀H wahr.
In V finden wir einen zyklischen Normalteiler C mit endlichem Index (Lem-
ma 3.22). Sei γ = (f, h) der Erzeuger von C. Da H endlich ist, gibt es ein k ∈ N
und ein g ∈ (G1 ×G2)
H mit γk = (g, 1). Setze
C ′ :=
〈
γk
〉
= C ∩ ((G1 ×G2)
H × {1}).
C ′ hat endlichen Index in C und damit auch in V . C ist normal in V und
(G1×G2)
H ×{1} normal in (G1×G2) ≀H und damit ist C
′ normal in V . Das liefert
uns folgende exakte Sequenz von Gruppen:
1→ p−1(C ′)→ p−1(V )→ V/C ′ → 1. 3.24
Wir betrachten C ′ nun als Untergruppe von (G1 ×G2)
|H| ∼= (G1 ×G2)
H × {1}. Sei
(γ1, . . . , γn), n := |H| der Erzeuger von C
′. Es gilt
p−1(C ′) ⊂ pi−1(〈γ1〉)× pi
−1(〈γ2〉)× · · · × pi
−1(〈γn〉).
Nach Lemma 3.21 ist fu¨r jedes i ∈ {1, . . . , n} die Gruppe pi−1(〈γi〉) eine Untergruppe
eines Kranzproduktes Fi ≀ Hi mit einer abza¨hlbaren freien Gruppe Fi und einer
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endlichen Gruppe Hi. Mit der exakten Sequenz 3.24 erhalten wir
p−1(V )
1.17
⊂ p−1(C ′) ≀ (V/C ′)
1.18
⊂ [(F1 ≀H1)× (F2 ≀H2)× · · · × (Fn ≀Hn)] ≀ (V/C
′)
1.19
⊂ [(F1 ≀H1) ≀ (V/C)]× · · · ×
[
(Fn ≀Hn) ≀ (V/C
′)
]
1.21
⊂ F1 ≀ (H1 ≀ (V/C))× · · · × Fn ≀ (Hn ≀ (V/C
′)).
Jede Gruppe Fi ≀ (Hi ≀ (V/C
′)) erfu¨llt nach Lemma 3.14 FIC, da die Fi frei und die
Hi ≀ (V/C
′) endlich sind. Fu¨r F1 ≀ (H1 ≀ (V/C)) × · · · × Fn ≀ (Hn ≀ (V/C
′)) gilt also
FIC aufgrund von Lemma 3.15 und mit Lemma 3.2 u¨bertra¨gt sich FIC auf die
Untergruppe p−1(V ).
Wir haben somit in diesem Kapitel gezeigt, dass wenn fu¨r eine endlich erweiter-
bare, gefaserte Isomorphismusvermutung W1 bis W5 gilt, dann gilt auch *W3 bis
*W9.
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4.1 Die Wurzel
FIC sei von nun an eine
”
gefaserte Isomorphismusvermutung mit Werkzeugkasten“,
d.h. eine gefaserte Isomorphismusvermutung fu¨r die W1 bis W5 gilt und damit
auch *W3 bis *W9. Entsprechend sei FICwF eine
”
endlich erweiterbare gefaserte
Isomorphismusvermutung mit Werkzeugkasten“.
Mit unserem Werkzeugkasten ausgeru¨stet, wagen wir uns nun an den Beweis fu¨r
unseren
Zielsatz. Sei M eine 3-Mannigfaltigkeit und FICwF eine endlich erweiterbare, ge-
faserte Isomorphismusvermutung mit Werkzeugkasten. Dann gilt FICwF fu¨r pi1(M).
Die Suche nach einem
”
roten Faden“, der die vor allem in [R1] und [R2] verstreuten
Bauklo¨tzchen zu einem nachvollziehbaren Beweis aneinanderreiht, hat einen recht
verzweigten
”
roten Baum“ hervorgebracht. Zur besseren U¨bersicht wird dieser rote
Baum als Diagramm parallel zur Beweisfu¨hrung mitentwickelt. Dabei zeigen ein-
fache Verzweigungen immer Fallunterscheidungen an, die aus der Struktur der 3-
Mannigfaltigkeiten gewonnen werden. Durchgezogene Umrandungen kennzeichnen
Typen von 3-Mannigfaltigkeiten, fu¨r die wir bereits bewiesen haben, dass FICwF
gilt, fu¨r gestrichelt umrandete Fa¨lle mu¨ssen wir den Beweis noch fu¨hren. Doppel-
pfeile machen deutlich, welche Fa¨lle in Beweisen fu¨r andere Fa¨lle beno¨tigt werden
und wo welche Lemmata und Sa¨tze eingehen. Wir werden am Ende sehen, dass wir
nur knapp an einem Ringschluss vorbeischrammen.
Der erste Schritt auf unserem Weg zum Zielsatz besteht darin zu zeigen, dass wir
nicht an beliebigen 3-Mannigfaltigkeiten herumklempnern mu¨ssen, sondern wir uns
auf orientierbare, kompakte, irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten beschra¨nken ko¨nnen.
Das folgende erste Baumdiagramm verdeutlicht, wie wir dabei vorgehen werden. An-
schließend haben wir dann zwei gro¨ßere Bauklo¨tze vor uns, die wir getrennt behan-
deln werden: Orientierbare, kompakte, irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten mit Rand
und ohne Rand.
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3-Mannigfaltigkeiten
nicht orientierbar orientierbar
Lemma 4.1
kompakt
Lemma 4.2
nicht kompakt
#prim
Lemma 4.3
S2-Bu¨ndel u¨ber S1 irreduzibel
Lemma 3.14 ohne Rand mit Rand
Mit der Sprechweise, dass
”
FIC(wF ) fu¨r eine Mannigfaltigkeit“ gilt, meinen wir
im Folgenden immer, dass FIC(wF ) fu¨r die Fundamentalgruppe der Mannigfaltig-
keit wahr ist.
Lemma 4.1. FICwF sei fu¨r orientierbare 3-Mannigfaltigkeiten wahr. Dann gilt
FICwF schon fu¨r beliebige 3-Mannigfaltigkeiten.
Beweis. Jede nicht-orientierbare 3-Mannigfaltigkeit M besitzt eine 2-bla¨ttrige ori-
entierbare U¨berlagerung M˜ , die man u¨ber die von allen orientierungserhaltenden
Wegen erzeugte Untergruppe von pi1(M) erha¨lt. Fu¨r Details sei auf das 3. Beispiel
in [ST, §75] verwiesen. pi1(M˜ ) hat Index 2 in pi1(M), ist also Normalteiler. Gilt
FICwF fu¨r M˜ , dann u¨bertra¨gt sich mit Satz 3.8 FICwF auch auf die u¨berlagerte
Mannigfaltigkeit M .
Im Folgenden sind deshalb, auch wenn wir es nicht mehr dazu schreiben, ohne
Ausnahme alle Mannigfaltigkeiten, die wir betrachten, orientierbar und außerdem,
aufgrund der beiden folgenden Lemmata, in aller Regel kompakt und irreduzibel.
Lemma 4.2. FICwF sei fu¨r kompakte Mannigfaltigkeiten mit Rand wahr. Dann
gilt FICwF schon fu¨r nicht-kompakte 3-Mannigfaltigkeiten.
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Beweis. Es gibt ein n ∈ N und eine Einbettung i : M → Rn, so dass 0 /∈ i(M). Sei
d die Standardmetrik auf Rn. Die Verknu¨pfung
M
i
−→ Rn
d(−,0)
−−−−→ R
ist differenzierbar und die Menge der regula¨ren Werte von i ◦ d(−, 0) liegt somit
dicht in R (Satz von Sard, siehe beispielsweise [BJ, Satz 6.1]). Wir finden somit eine
bezu¨glich Inklusion aufsteigende Folge von kompakten Mannigfaltigkeiten mit Rand
(Mr)r∈I := i
−1(Br(0) ∩ i(M))r∈I ,
wobei Br(0) der abgeschlossene Ball um 0 mit Radius r ist, die uns eine Folge
von Fundamentalgruppen (pi1(Mr))r∈I liefert mit colimr∈I pi1(Mr) = pi1(M). Gilt
also FICwF fu¨r kompakte 3-Mannigfaltigkeiten mit Rand, dann ist mit *W4 auch
FICwF fu¨r nicht-kompakte 3-Mannigfaltigkeiten wahr.
Lemma 4.3. Sei M eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit. Dann gilt
pi1(M) = pi1(M1) ∗ . . . ∗ pi1(Mn) ∗ F,
wobei die Mi irreduzible, kompakte 3-Mannigfaltigkeiten sind und F eine freie Grup-
pen von endlichem Rang ist.
Beweis. M la¨sst sich als endliche zusammenha¨ngende Summe M1# . . .#Mk = M
von Prim-Mannigfaltigkeiten schreiben (Satz 1.2). Weiterhin ist jede Prim-Mannig-
faltigkeit entweder irreduzibel oder ein S2-Bu¨ndel u¨ber S1 (Lemma 1.4). Ist Mi
ein S2-Bu¨ndel u¨ber S1, erhalten wir mit der langen exakten Homotopiesequenz
pi1(Mi) ∼= pi1(S
1) ∼= Z, da die Fasern zusammenha¨ngend sind und triviale Fundamen-
talgruppe haben. Mit dem Satz von Seifert und van Kampen (siehe beispielsweise
[Mas, IV.§3, Theorem 3.1]) erhalten wir pi1(M) aus der zusammenha¨ngenden Summe
der Mannigfaltigkeiten Mi als ein freies Produkt der Fundamentalgruppen pi1(Mi),
wobei sich die Fundamentalgruppen der nicht irreduziblenMi zu einer freien Gruppe
F von endlichem Rang zusammenfassen lassen.
Wir wissen mit *W9 (Satz 3.23) bereits, dass FICwF mit dem freien Produkt
vertra¨glich ist und mit *W7 (Lemma 3.14) hatten wir gezeigt, dass FICwF fu¨r
abza¨hlbare, freie Gruppen wahr ist. Mit Lemma 4.3 brauchen wir FICwF also
lediglich noch fu¨r kompakte, irreduzible 3-Mannigfaltigkeitsgruppen zu zeigen, um
FICwF fu¨r beliebige 3-Mannigfaltigkeitsgruppen zu bekommen. Halten wir also
unser erstes Etappenziel fest:
Etappe 1. Gilt FICwF fu¨r orientierbare, kompakte, irreduzible 3-Mannigfaltigkei-
ten, dann gilt FICwF schon fu¨r beliebige 3-Mannigfaltigkeiten.
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4.2 Ohne-Rand-Ast
Wir schauen uns zuna¨chst kompakte, irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten ohne Rand
genauer an.
ohne Rand
weder Haken
noch Seifert
Haken-Mfk. Seifert-Mfk.
nicht-triviale
Graph-Mfk.
mit atorischer
Komponente
W2 Lemma 4.4 Satz 4.5
Fu¨r 3-Mannigfaltigkeiten mit endlicher Fundamentalgruppe hatten wir mit *W6
gefordert, dass FICwF gilt. Im Folgenden ist also ohne Einschra¨nkung pi1(M) un-
endlich. Fu¨r kompakte, orientierbare, irreduzible 3-MannigfaltigkeitenM mit unend-
licher Fundamentalgruppe, die weder Haken- noch Seifert-Mannigfaltigkeiten sind,
besagt die Geometrisierungsvermutung von Thurston (siehe [Sco, §6]), dass man eine
hyperbolische Metrik findet. Dank des Ergebnisses von Perelman [Pe] ko¨nnen wir
also auf 3-Mannigfaltigkeiten, die weder Seifert- noch Haken-Mannigfaltigkeit sind,
W2 anwenden.
Fu¨r Haken-Mannigfaltigkeiten machen wir die weitere Unterscheidung, ob die To-
ruszerlegung eine atorische Komponente besitzt oder nur aus Seifert-Komponenten
besteht. Fu¨r den ersten Fall beweisen wir folgendes Lemma:
Lemma 4.4 ([R1, Korollar 4.1]). Sei M eine geschlossene Haken-3-Mannigfaltig-
keit, deren Toruszerlegung eine atorische Komponente besitzt. Dann wird FICwF
von pi1(M) erfu¨llt.
Beweis. Leeb hat mit Satz 3.3 in [Le] gezeigt, dass sich fu¨r M eine nicht-positiv
gekru¨mmte Metrik wa¨hlen. Mit W2 gilt also FICwF fu¨r pi1(M).
Fu¨r den Fall der geschlossenen, nicht-trivialen Graph-Mannigfaltigkeit beno¨tigen
wir FICwF fu¨r 3-Mannigfaltigkeiten mit Rand, wofu¨r wir wiederum FICwF fu¨r
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geschlossene Seifert-Mannigfaltigkeiten brauchen. Denen widmen wir uns deshalb
mit dem na¨chsten Satz.
Satz 4.5. Sei S eine geschlossene Seifert-Mannigfaltigkeit. Dann ist FICwF erfu¨llt
fu¨r pi1(S).
Beweis. Wir lehnen uns an den Beweis an, den Roushon in [R1, Theorem 4.6] fu¨r
beliebige Seifert-Mannigfaltigkeiten gibt, wandeln ihn aber so ab, dass wir als Vor-
aussetzung FICwF lediglich fu¨r virtuell abelsche statt fu¨r virtuelle poly-Z-Gruppen
beno¨tigen.
Wir erinnern an die Pra¨sentation, die wir in Satz 1.6 fu¨r Seifert-Mannigfaltigkeiten
gesehen haben. Da S keine Randkomponenten besitzt, gilt
pi1(S) = 〈 a1, b1, . . . , ag, bg, c1, . . . , cq, t;
aita
−1
i = t
εi , bitb
−1
i = t
δi , cjtc
−1
j = t
ηj , c
αj
j = t
βj ,
cq = [a1, b1] . . . [ag, bg]c1 . . . cq−1 〉
oder
pi1(S) = 〈 a1, . . . , ag, c1, . . . , cq, t;
aita
−1
i = t
εi , cjtc
−1
j = t
δj , c
nj
j = t
sj ,
cq = a
2
1 . . . a
2
gc1 . . . cq−1 〉.
Offensichtlich ist die von t erzeugte zyklische Untergruppe 〈t〉 normal in pi1(S)
und liefert uns somit folgende exakte Sequenz:
1→ 〈t〉 −→ pi1(S)
p
−→ pi1(S)/ 〈t〉 → 1,
wobei
pi1(S)/ 〈t〉 = 〈 a1, b1, . . . , ag, bg, c1, . . . , cq;
cn11 = · · · = c
nq
q = 1, cq = [a1, b1] . . . [ag, bg]c1 . . . cq−1
〉
oder
pi1(S)/ 〈t〉 = 〈 a1, . . . , ag, c1, . . . , cq;
cn11 = · · · = c
nq
q = 1, cq = a
2
1 . . . a
2
gc1 . . . cq−1
〉
die Gestalt einer Orbifold-Fundamentalgruppe hat. An der Pra¨sentation sieht man
schon, dass pi1(S)/〈t〉 die Fundamentalgruppe einer geschlossenen Fla¨che entha¨lt.
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Tatsa¨chlich findet man auch eine Fla¨chengruppe G, die endlichen Index in pi1(S)/〈t〉
hat. Hempel beweist das beispielsweise in [H, Theorem 12.2(i)] oder auch in Be-
merkungen verstreut zu finden bei Scott [Sco], die Martino in [Mar, Theorem 2.2]
zusammengefasst hat. Da mit *W6 FICwF fu¨r endliche Gruppen gilt, ko¨nnen wir
pi1(S) als unendlich und damit 〈t〉 als unendlich zyklisch annehmen
1. Mit Lem-
ma 3.13 ist FICwF fu¨r G erfu¨llt und da pi1(S)/ 〈t〉 endlich erzeugt ist, gilt aufgrund
von Korollar 3.9 FICwF auch fu¨r pi1(S)/ 〈t〉.
Sei V eine virtuell zyklische Untergruppe von pi1(S)/ 〈t〉. V besitzt eine normale
zyklische Untergruppe C mit endlichem Index in V (Lemma 3.22), die uns folgende
exakte Sequenz liefert.
1→ 〈t〉 −→ p−1(C)
p
−→ C → 1.
Ist C endlich, dann ist 〈t〉 ein Normalteiler mit endlichem Index in p−1(C) und
erfu¨llt als freie Gruppe daru¨ber hinaus FICwF . Mit Satz 3.8 gilt also FICwF auch
fu¨r p−1(C).
Ist C unendlich zyklisch, dann gibt es einen Schnitt s : C → p−1(C) und aufgrund
von Lemma 1.14 gilt p−1(C) ∼= 〈t〉 Y C ∼= Z Y Z. Somit wirkt 〈t〉 auf C entweder
trivial oder mit tnc 7→ (−1)nc. Im ersten Fall ist 〈t〉 Y C ∼= Z× Z und erfu¨llt damit
als abelsche Gruppe FICwF nach Voraussetzung *W3. Im zweiten Fall wirkt
〈
t2
〉
trivial auf C und wir haben mit
〈
t2
〉
×C einen abelschen Normalteiler mit endlichem
Index von 〈t〉 Y C. Es ist damit ebenfalls *W3 anwendbar.
Mit
1→ p−1(C)→ p−1(V )→ V/C → 1
sehen wir, dass wir mit p−1(C) eine normale Untergruppe von p−1(V ) mit endlichem
Index gefunden haben, die FICwF erfu¨llt. Es kommt erneut Satz 3.8 zum Einsatz,
womit sich FICwF zuna¨chst auf p−1(V ) u¨bertra¨gt und mit *W5 dann weiter auf
pi1(S).
Mit dem gerade Gezeigten und Etappe 1 ko¨nnen wir also folgenden Stand fest-
halten.
Etappe 2. FICwF gilt fu¨r geschlossene Haken-Mannigfaltigkeiten mit atorischer
Komponente und fu¨r geschlossene Seifert-Mannigfaltigkeiten. Ist FICwF fu¨r kom-
pakte, irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten mit Rand und fu¨r nicht-triviale Graph-Mannig-
faltigkeiten ohne Rand erfu¨llt, dann gilt FICwF schon fu¨r beliebige 3-Mannigfaltig-
keiten.
1Dies ist fu¨r den Beweis nicht zwingend erforderlich, erspart aber ein paar Fallunterscheidungen
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4.3 Mit-Rand-Ast
Mit Lemma 4.3 hatten wir gesehen, dass wir kompakte 3-Mannigfaltigkeiten so
zerlegen ko¨nnen, dass wir, bis auf eine zusa¨tzliche endlich erzeugte freie Gruppe,
die Fundamentalgruppe als freies Produkt von Fundamentalgruppen von irredu-
ziblen 3-Mannigfaltigkeiten erhalten. Wir werden jetzt zeigen, dass wir irreduzible
3-Mannigfaltigkeiten mit komprimierbarem Rand noch weiter zerlegen ko¨nnen, so
dass wir, wieder bis auf eine zusa¨tzliche endlich erzeugte freie Gruppe, die Funda-
mentalgruppe als freies Produkt von Fundamentalgruppen von irreduziblen Man-
nigfaltigkeiten mit unkomprimierbarem Rand bekommen.
mit Rand
komprimierbare
Randkomponenten
nur
unkomprimierbare
Randkomponenten
Lemma 4.6
Lemma 4.6. Sei M eine kompakte, zusammenha¨ngende, nicht einfach-zusammen-
ha¨ngende, irreduzible 3-Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt
pi1(M) ∼= pi1(M1) ∗ . . . ∗ pi1(Mk) ∗ F,
wobei die Mi, i = 1, . . . , k kompakte irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten mit unkompri-
mierbarem Rand sind und F eine freie Gruppe mit endlichem Rang ist.
Wir benutzen fu¨r den Beweis dieses Lemmas den Schleifensatz von Papakyria-
kopoulos [Pa, Theorem 1] in einer von Stallings erweiterten Fassung [Sta, Generalized
loop theorem].
Satz 4.7 (Schleifensatz). Sei M eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit mit Rand und
B eine Randkomponente von M . Sei G eine normale Untergruppe von pi1(B). Gibt
es im Kern der Abbildung pi1(B) → pi1(M) Elemente, die nicht in G liegen, dann
existiert ein einfacher geschlossener Weg γ in B, der eine in M eingebettete 2-Disk
berandet, so dass [γ] /∈ G.
Wa¨hlen wir G = 1, erhalten wir folgendes Korollar:
Korollar 4.8. Sei M eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit mit Rand und B eine Rand-
komponente von M . Gibt es einen einfachen geschlossenen, nicht nullhomotopen
Weg γ in B, der in M nullhomotop ist, dann berandet γ in M eine eingebettete
2-Disk.
39
4 Der rote Baum
Die Idee fu¨r Lemma 4.6 ist, die Mannigfaltigkeit an komprimierbaren 2-Disks, die
uns Korollar 4.8 liefert, aufzutrennen, bis alle Randfla¨chen unkomprimierbar sind.
Beispielsweise fu¨r eine D3 aus der ein Volltorus und Vollfla¨che vom Geschlecht 2
entfernt wurden, die ineinander ha¨ngen2, findet man eine komprimierbare Disk D,
die eine Zerlegung in folgendes freies Produkt ermo¨glicht:
pi1


D


∼= Z ∗ pi1




Damit wir zeigen ko¨nnen, dass tatsa¨chlich jede Zusammenhangskomponente Mi,
die dabei entsteht, einen Rand hat, beno¨tigen wir fu¨r den Beweis von Lemma 4.6
noch das folgende Lemma. In einem spa¨teren Abschnitt werden wir die Aussage von
Lemma 4.9 auch fu¨r nicht-kompakte Mannigfaltigkeiten brauchen, weshalb wir sie
hier gleich mitbeweisen.
Lemma 4.9. Sei M eine nicht einfach-zusammenha¨ngende, irreduzible 3-Mannig-
faltigkeit, die entweder kompakt mit Rand oder nicht-kompakt ist. Dann besitzt jede
kompakte, zusammenha¨ngende, aber nicht einfach-zusammenha¨ngende 3-dimensio-
nale Untermannigfaltigkeit N von M mindestens eine Randkomponente vom Ge-
schlecht ≥ 1.
Beweis. Angenommen alle Randkomponenten von N sind vom Geschlecht 0, also
zweidimensionale Spha¨ren S1, . . . , Sn. DaM irreduzibel ist, berandet jede der Si eine
eingebette 3-DiskDi ⊂M .MrSi ist nicht zusammenha¨ngend fu¨r alle i ∈ {1, . . . , n},
denn andernfalls ga¨be es im Widerspruch dazu, dassM irreduzibel ist, ein S2-Bu¨ndel
u¨ber S1 in M ([H, Lemma 3.8]). Da N zusammenha¨ngend ist, gilt entweder N ⊆ Di
oder N ⊆M r D˚i fu¨r alle i ∈ {1, . . . , n}.
2Das ist zwar eigentlich kein zula¨ssiges Beispiel, weil diese Mannigfaltigkeit nicht irreduzibel ist,
aber es veranschaulicht den Vorgang sehr gut.
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Nehmen wir N ⊂ Dk fu¨r ein k ∈ {1, . . . , n} an, dann berandet jede andere Rand-
komponente Si, i 6= k eine 3-Disk Di ⊂ Dk rN . Wir ko¨nnen die Di einfach ent-
lang der Si in N einkleben ohne die Fundamentalgruppen von N zu vera¨ndern
und erhalten im Widerspruch dazu, dass N nicht einfach-zusammenha¨ngend ist
pi1(N) = pi1(N ∪
⋃
i 6=kDi) = pi1(Dk). Es muss also N ⊂Mr D˚i fu¨r alle i ∈ {1, . . . n}
gelten. Dann ist aber N ′ := N ∪
⋃n
i=1Di eine geschlossene, kompakte 3-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M . Das ist aber ebenfalls ein Widerspruch, da M entwe-
der als kompakt mit Rand oder als nicht-kompakt vorausgesetzt war.
Beweis von Lemma 4.6. DaM irreduzibel und nicht einfach-zusammenha¨ngend ist,
sind alle Randkomponenten von M Fla¨chen vom Geschlecht ≥ 1. Sei also Q eine
Randkomponente von M mit Geschlecht ≥ 1, die komprimierbar in M ist, das heißt
der Kern der Abbildung f : pi1(Q)→ pi1(N) ist nicht trivial.
Sei γ ∈ ker f . Mit Korollar 4.8 erhalten wir eine eingebette 2-Disk D ⊂ M mit
γ = ∂D ⊂ Q. Wir trennen M an dieser Disk auf und erhalten eine Unterman-
nigfaltigkeit N ⊂ M mit einer oder zwei Zusammenhangskomponenten mit Rand.
Einfach-zusammenha¨ngende Zusammenhangskomponenten von N brauchen wir fu¨r
die Zerlegung der Fundamentalgruppe vonM nicht weiter beru¨cksichtigen. Bei nicht
einfach-zusammenha¨ngenden Zusammenhangskomponenten ko¨nnen wir S2-Lo¨cher
einfach mit 3-Disks stopfen, ohne dass sich die Fundamentalgruppe a¨ndert. Mit Lem-
ma 4.9 wissen wir, dass dabei mindestens eine Randkomponente vom Geschlecht ≥ 1
u¨brig bleibt.
In dem Fall, dass N zwei Zusammenhangskomponenten N1 und N2 besitzt, gilt
mit dem Satz von Seifert und van Kampen pi1(N) ∼= pi1(N1) ∗ pi1(N2). Im anderen
Fall, wennN nur eine Zusammenhangskomponente hat, gehtM aus N hervor, indem
man zwei disjunkt in den Rand von N eingebette 2-Disks verklebt. Es kommt in der
Fundamentalgruppe lediglich ein freier Erzeuger dazu, also pi1(M) = pi1(N) ∗ Z.
N hat wie M nur Randkomponenten vom Geschlecht ≥ 1. Sind darunter immer
noch komprimierbare Randkomponenten, wiederholen wir den Prozess mit N . Sollte
N nicht irreduzibel sein, zerlegen wir vorher mit Hilfe der Primzerlegung pi1(N) in
ein freies Produkt von Fundamentalgruppen von irreduziblen 3-Mannigfaltigkeiten
Ni (Lemma 4.3). SeienD
1
i , . . . ,D
s
i die 3-Disks, an denenNi in der Primzerlegung von
N verklebt wird. Dann ist Nir (D˚
1
i ∪ . . . D˚
s
i ) eine Untermannigfaltigkeit von M und
besitzt nach Lemma 4.9 eine Randkomponente vom Geschlecht ≥ 1. Also besitzen
alle Ni einen Rand, der sich daru¨ber hinaus durch die Primzerlegung nicht vera¨ndert
hat. Wir suchen uns in einem dieser Ra¨nder einen neuen, in M nullhomotopen Weg
γ, der uns wieder eine komprimierbare 2-Disk liefert, an der wir weiter auftrennen
ko¨nnen.
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Dieser Prozess muss irgendwann stoppen, wie man zum Beispiel mit Hilfe der
Eulercharakteristik einsieht: Sei U eine offene Umgebung von γ in der Randfla¨che
Q. Setze X := ∂M r U und sei ι : S1 ∐ S1 → X die Inklusion, die jeweils eine S1
mit einem durch das Auftrennen an γ entstandenen Randkreis von X identifiziert.
Der U¨bergang von M zu N wird auf dem Rand dann durch die folgenden beiden
Pushouts beschrieben.
S1 ∐ S1
ι
id∐ id
X
D1 ∐D1 ∂M
S1 ∐ S1
ι
X
D1 ∐D1 ∂N
Im Fall, dass M ein Volltorus ist, erhalten wir zum Beispiel folgendes Bild:
∼=
Fu¨r die Eulercharakteristik gilt damit
χ(∂M) = χ(D1 ∐D1) + χ(X) − χ(S1 ∐ S1)
= χ(X) + 2
= χ(S1 ∐ S1) + χ(∂N)− 2χ(S1) + 2
= χ(∂N) + 2.
Die Eulercharakteristik wa¨chst also mit jedem Schritt. Die einzige Mo¨glichkeit, die
einem Ende noch im Wege steht, ist, dass als Rand unendlich viele Kopien von S2
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entstehen. Wir betrachten dazu eine einzelne Zusammenhangskomponente K von
∂M , die wie oben beschrieben entlang eines einfach geschlossenen, nicht nullhomo-
topen Weges γ aufgeschnitten wird. Zerfa¨llt K in zwei Zusammenhangskomponen-
ten A und B, dann gilt A 6= S2 6= B, denn sonst wa¨re γ schon in K nullhomotop
gewesen. Es gilt also χ(A), χ(B) ≤ 0 und mit der oben berechneten Beziehung
χ(A) + χ(B) = χ(Q) + 2 folgt
χ(K) < χ(A), χ(B) ≤ 0.
Jede Komponente K von ∂M kann also ho¨chstens in 2|χ(K)|-viele Zusammenhangs-
komponenten zerfallen, was also insgesamt endlich viele bleiben, da ∂M kompakt
ist.
Abza¨hlbare freie Gruppen erfu¨llen nach Lemma 3.14 FICwF und mit *W9 ist
FICwF auch mit dem freien Produkt vertra¨glich. Mit dem gerade bewiesenen Lem-
ma 4.6 in Kombination mit Lemma 4.2 haben wir also fu¨r berandete 3-Mannigfal-
tigkeiten folgende Zwischenetappe erreicht:
Etappe 3. Gilt FICwF fu¨r kompakte, irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten mit unkom-
primierbarem Rand, dann gilt FICwF fu¨r 3-Mannigfaltigkeiten mit Rand und fu¨r
nicht-kompakte 3-Mannigfaltigkeiten.
Sei alsoM eine kompakte, irreduzible 3-Mannigfaltigkeit mit unkomprimierbarem
Rand. Da M irreduzibel ist, sind alle Randkomponenten Fla¨chen vom Geschlecht
≥ 1. Besitzt M eine Torusrandkomponente, greift folgendes Lemma:
Lemma 4.10 ([R1, Korollar 4.1]). Sei M eine kompakte, irreduzible 3-Mannig-
faltigkeit mit unkomprimierbarem Rand, der mindestens eine Torusrandkomponente
besitzt. Dann wird FICwF von pi1(M) erfu¨llt.
Beweis. SeiM ′ die Mannigfaltigkeit, die entsteht, wenn manM mit einer Kopie von
sich selbst an den Randfla¨chen vom Geschlecht ≥ 2 verklebt. Alle Randkomponenten
von M ′ sind also unkomprimierbare Tori.
Ist M ′ atorisch ko¨nnen wir M ′ entlang der unkomprimierbaren Randtori zu einer
geschlossen Haken-Mannigfaltigkeit M ′′ verdoppeln. Die Toruszerlegung von M ′′
entha¨lt damit eine atorische Komponente und mit Etappe 2 wissen wir dann bereits,
dass FICwF gilt.
Andernfalls entha¨lt M ′ einen unkomprimierbaren nicht-randparallelen Torus und
ist damit eine Haken-Mannigfaltigkeit. Entweder entha¨lt nun die Toruszerlegung
von M ′ ein atorisches Stu¨ck und wir ko¨nnen analog zum vorherigen Fall M ′ zu M ′′
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verdoppeln und sind mit Etappe 2 fertig oderM ′ ist eine Graph-Mannigfaltigkeit. Da
M ′ einen Rand hat, ko¨nnen wirM ′ in diesem Fall nach [Le, Satz 3.2] mit einer nicht-
positiven Metrik versehen, die auf dem Rand als Produkt gewa¨hlt werden kann. Wir
ko¨nnen somit M ′ zu einer geschlossenen Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Metrik
verdoppeln, so dass W2 greift. Wegen pi1(M) ⊂ pi1(M
′) ⊂ pi1(M
′′) bekommen wir in
allen Fa¨llen mit Lemma 3.2 FICwF fu¨r pi1(M).
Wir brauchen also, wie folgendes Diagramm verdeutlicht, nur noch kompakte,
irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten mit unkomprimierbarem Rand, dessen Randkom-
ponenten alle vom Geschlecht ≥ 2 sind, zu untersuchen.
mit Rand
komprimierbare
Randkomponenten
nur
unkomprimierbare
Randkomponenten
Lemma 4.6
alle vom
Geschlecht ≥ 2
mindestens
eine Torus-
komponente
Satz 4.11 Lemma 4.10
Etappe 2
4.3.1 B-Gruppen
Satz 4.11. Sei M eine kompakte, irreduzible 3-Mannigfaltigkeit mit unkomprimier-
barem Rand, deren Randkomponenten alle Fla¨chen vom Geschlecht ≥ 2 sind. Dann
ist FICwF wahr fu¨r M .
In [R1] hat Roushon fu¨r Fundamentalgruppen solcher Mannigfaltigkeiten die Be-
zeichnung B-Gruppe eingefu¨hrt und in [R2] einen Beweis ausgefu¨hrt, dass fu¨r B-
Gruppen FICwF gilt. Wir wollen den Beweis im Folgenden nachvollziehen. Die
Grundidee besteht darin M mit einer Kopie zu einer geschlossenen Mannigfaltigkeit
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zu verkleben und mit Hilfe der Toruszerlegung fu¨r die verdoppelte Mannigfaltig-
keit FICwF zu beweisen. Wir mu¨ssen dabei nur so geschickt verkleben, dass keine
unkomprimierbaren Tori entstehen, die bei der Toruszerlegung die verklebten Rand-
fla¨chen von M zerschneiden, damit wir folgendes Lemma anwenden ko¨nnen:
Lemma 4.12. Sei N eine geschlossene Haken-3-Mannigfaltigkeit. Besitzt die To-
ruszerlegung von N eine Komponente K, die eine unkomprimierbare, geschlossene
Fla¨che F vom Geschlecht ≥ 2 entha¨lt, dann wird FICwF von N erfu¨llt.
Beweis. Entha¨lt die Toruszerlegung von N eine atorische Komponente oder besteht
sie nur aus einer Komponente, die eine Seifert-Mannigfaltigkeit ist, wissen wir be-
reits mit Etappe 2, dass FICwF fu¨r N gilt. Wir mu¨ssen deshalb lediglich den Fall
ausschließen, dass N eine nicht-triviale Toruszerlegung besitzt, die nur aus Seifert-
Komponenten besteht, also dass N eine nicht-triviale Graph-Mannigfaltigkeit ist.
Wir nehmen also an, N ist eine nicht-triviale Graph-Mannigfaltigkeit. Dann ist K
eine Seifert-Komponente und besitzt, da die Toruszerlegung nicht trivial ist, einen
nicht-leeren Torusrand. Die exakte Sequenz
1→ Z
i
−→ pi1(K)
p
−→ G→ 1,
die wir schon einmal im Beweis von Satz 4.5 betrachtet haben, liefert uns in diesem
Fall, da K einen Rand hat, eine freie Untergruppe G1 ⊂ G mit endlichem Index in
G (siehe Bemerkungen zu Theorem 12.2 in [H]). p−1(G1) hat dann endlichen Index
in pi1(K). Betrachte die Konjugation
c : p−1(G1) → Aut(i(Z)) ∼= Z/2
g 7→ (a 7→ gag−1)
i(Z) liegt im Zentrum von ker(c) und R := ker(c)/i(Z) ist als Untergruppe von G1
frei. Es gilt damit ker(c) ∼= Z×R. F ist unkomprimierbar in K, es ist also pi1(F ) eine
Untergruppe von pi1(K). Da Z×R endlichen Index in pi1(K) hat, liegt Z×R∩pi1(F )
mit endlichen Index in pi1(F ). Es gibt somit eine endliche U¨berlagerung F˜ von F
mit
pi1(F˜ ) = Z×R ∩ pi1(F ).
F˜ ist selbst auch wieder eine geschlossene Fla¨che vom Geschlecht ≥ 2. Das ist aber
ein Widerspruch, wie wir gleich sehen werden, denn als Untergruppe von Z×R kann
Z×R ∩ pi1(F ) keine Fla¨chengruppe vom Geschlecht ≥ 2 sein.
Sei
f : pi1(F˜ )→ Z×R, g 7→ (f1(g), f2(g))
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ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Da Untergruppen freier Gruppen wieder
frei sind, pi1(F˜ ) aber nicht frei ist, kann f2 : pi1(F˜ ) → R nicht injektiv sein. Da f
aber injektiv ist, gibt es ein x ∈ pi1(F˜ ), x 6= 1 mit x ∈ ker(f2) und x /∈ ker(f1). Also
ist x ∈ f−1(Z × {1}) und damit aus dem Zentrum Z(pi1(F˜ )). Wa¨hle ein Element
y /∈ Z(pi1(F˜ )). Da x mit allen Elementen aus pi1(F˜ ) kommutiert, gilt fu¨r die von x
und y erzeugte Gruppe
〈x, y〉 = Z/m× Z/n ⊂ pi1(F˜ ).
〈x, y〉 ist als Untergruppe von pi1(F˜ ) die Fundamentalgruppe einer U¨berlagerung T
von F˜ und damit selbst wieder Fla¨chengruppe (ausfu¨hrlicher bei [Sti, 4.3.7]). Die
einzige Fla¨che mit abelscher Fundamentalgruppe mit zwei Erzeugern ist der Torus, es
gilt also n = m = 1 und da der Torus kompakt ist, ist T eine endliche U¨berlagerung
von F˜ und damit Z×Z von endlichem Index in pi1(F˜ ). Jetzt haben wir den gesuchten
Widerspruch, denn Untergruppen von Fla¨chengruppen vom Geschlecht ≥ 2 mit
endlichem Index sind selbst wieder Fla¨chengruppen vom Geschlecht ≥ 2 ([HKS,
Theorem 1]).
Den Fall, dass N eine nicht-triviale Graph-Mannigfaltigkeit ist, haben wir somit
ausgeschlossen und fu¨r alle anderen Fa¨lle hatten wir bereits gesehen, dass FICwF
gilt.
Bevor wir uns an den Beweis von Satz 4.11 machen, fu¨hren wir zur Fallunterschei-
dung folgende Definition ein.
Definition 4.13. Sei A = S1× [0, 1] ein Annulus. Wir nennen eine Mannigfaltigkeit
M geschlaucht3, wenn es eine Einbettung f : A→M gibt, so dass gilt
1. f(∂A) ⊂ ∂M ,
2. f ist zu keiner Einbettung g : A → M mit g(A) ⊂ ∂M isotop relativ zum
Rand und
3. f(A) ist in M unkomprimierbar, das heißt die von f induzierte Abbildung
pi1(A)→ pi1(M) ist injektiv.
Einen in M eingebetteten Annulus, der obige Bedingungen erfu¨llt, nennen wir
Schlauch.
3Eine etwas freie, aber anschauliche U¨bersetzung von essential embedded annulus. Es gibt allerdings
auch Beispiele, bei denen die (zum Zylinder homo¨omorphe) Vorstellung einer eingebetteten
Schallplatte na¨herliegender ist als die eines Schlauches.
46
4.3 Mit-Rand-Ast
Beweis von Satz 4.11. 1. Fall:M ist nicht geschlaucht.
Sei N :=M ∪∂MM . Da der Rand von M unkomprimierbar ist, finden wir pi1(M)
als Untergruppe in pi1(N). Mit Lemma 3.2 reicht es also FICwF fu¨r pi1(N) zu zeigen.
∂M ist in N eine unkomprimierbare zweiseitige Fla¨che. Damit ist N also eine Haken-
Mannigfaltigkeit. Die Toruszerlegung von N liefert uns eine endliche Menge T von
eingebetteten unkomprimierbaren Tori, die eindeutig sind bis auf Isotopie. Ist T
leer, haben wir mit Etappe 2 bereits FICwF fu¨r M gezeigt.
Wir wollen nun zeigen, dass es eine zu T isotope Menge von Tori T ′ gibt mit
T ′ ∩ ∂M = ∅. Wir nehmen an T ∈ T sei ein Torus, der mit keiner Isotopie von
∂M getrennt werden kann. Wir finden auf jeden Fall einen zu T isotopen Torus
T ′, der ∂M transversal schneidet. C = ∂M ∩ T ′ ist eine Menge eindimensionaler
geschlossener Mannigfaltigkeiten ([BJ, Satz 5.12]), also einfach geschlossene Wege
auf ∂M , im Folgenden als Kreise bezeichnet. Wir wa¨hlen T ′ so, dass die Anzahl der
Kreise in C minimal ist. Aufgrund folgender U¨berlegung ko¨nnen wir davon ausgehen,
dass kein Kreis aus C eine 2-Disk auf T ′ berandet:
Sei γ ein Kreis auf ∂M , der eine 2-Disk D1 auf T
′
r∂M berandet. γ ist also in M
nullhomotop. Da ∂M unkomprimierbar in M liegt, ist γ auch in ∂M nullhomotop
und berandet eine 2-Disk D2 ⊂ ∂M . D1 ∪ D2 ist eine 2-Spha¨re, die eine 3-Disk
berandet, da M irreduzibel ist, das heißt die 2-Spha¨re kann mit einer Isotopie u¨ber
den Rand geschoben werden und im Widerspruch zur Wahl von T ′ haben wir einen
zu T ′ isotopen Torus mit weniger Kreisen gefunden.
Da nach unserer Annahme T ′ ∩ ∂M 6= ∅ gilt und da N r ∂M nicht zusam-
menha¨ngend ist, gibt es in C mehr als einen Kreis. Sei A eine Komponente von
T ′ r C. Dann liegt A vollsta¨ndig in einer der Kopien von M . ∂A ⊂ C ist in
T ′ nicht nullhomotop und damit finden wir pi1(A) als nicht-triviale Untergruppe
in pi1(T
′) ∼= Z × Z. Fla¨chen mit Rand haben freie Fundamentalgruppen, also
bleibt lediglich die Mo¨glichkeit pi1(A) = Z. A ist somit ein Annulus, der wegen
pi1(A) ⊂ pi1(T
′) ⊂ pi1(M) unkomprimierbar in M ist und da es nach Annahme keine
Isotopie gibt, die A u¨ber den Rand von M schieben kann, ist A auch nicht isotop
relativ zum Rand zu ∂M . Im Widerspruch zur Voraussetzung haben wir also einen
Schlauch in M gefunden.
Wir haben damit bewiesen, dass wir die Toruszerlegung von N so wa¨hlen ko¨nnen,
dass dabei nicht der Rand von M zerlegt wird. Es gibt also eine Komponente in der
Toruszerlegung, die eine vollsta¨ndige Randkomponente von M entha¨lt. Die Voraus-
setzung fu¨r Lemma 4.12 ist erfu¨llt und es gilt FICwF fu¨r pi1(N).
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2. Fall:M ist geschlaucht.
Roushon beno¨tigt fu¨r seinen Beweis dieses Falles, die Voraussetzung, dass man in
M eine maximale Menge von disjunkten Schla¨uchen findet, die eindeutig bis auf Iso-
topie sind. Die Existenz dieser Menge ist allerdings zweifelhaft. Wir gehen auf Rous-
hons Beweis fu¨r diesen Fall spa¨ter genauer ein und zeigen stattdessen erstmal einen
alternativen Beweis auf, der diese Voraussetzung umgeht, aber sonst a¨hnlich funktio-
niert: Wir verdoppelnM mit Hilfe von geeigneten pseudo-Anosov-Diffeomorphismen
auf den Randfla¨chen, so dass aus den Schla¨uchen von M in der Verdopplung keine
unkomprimierbaren Tori entstehen und wir wieder Lemma 4.12 anwenden ko¨nnen.
An dieser Stelle mo¨chte ich mich bei Thilo Kuessner bedanken, der mich auf den
dafu¨r entscheidenden Satz von Namazi und Souto aufmerksam gemacht hat.
Sei F eine unkomprimierbare Randfla¨che von M vom Geschlecht ≥ 2. Da M
Schla¨uche entha¨lt, ist M insbesondere eine Haken-Mannigfaltigkeit. Sei K die Kom-
ponente der Toruszerlegung von M die F entha¨lt. Mit einer Randfla¨chen vom Ge-
schlecht ≥ 2 kann K keine Seifert-Mannigfaltigkeit sein, muss also atorisch sein.
Wir wollen auf K folgenden Satz von Namazi und Souto anwenden:
Satz 4.14 ([NaS, Theorem 5.1]). Sei N eine kompakte, irreduzible, orientierbare
3-Mannigfaltigkeit, die keine Z × Z-Untergruppe in ihrer Fundamentalgruppe hat
und die eine Randfla¨che S vom Geschlecht ≥ 2 besitzt. Dann gibt es einen pseudo-
Anosov-Diffeomorphismus f auf S, so dass N˜ = N ∪f N eine negativ gekru¨mmte
Metrik besitzt.
K erfu¨llt bereits alle Voraussetzung, außer wenn die Toruszerlegung von M nicht
trivial ist. Dann findet man durch die unkomprimierbaren Torusra¨nder Z × Z in
pi1(K). Souto, darauf angesprochen, war davon u¨berzeugt, dass der Beweis von
Satz 4.14 in diesem Fall trotzdem durchgeht, da die Z × Z-Untergruppen nur vom
Rand kommen, aber wir ko¨nnen sie auch mit Hilfe von Dehn-Fu¨llungen loswerden:
Als atorische Mannigfaltigkeit besitzt K eine geometrisch endliche, hyperbolische
Metrik (siehe beispielsweise [Sco, §6]). Mit Theorem 7.3 von Bromberg [Br] ko¨nnen
wir Volltori in die Torusra¨nder einkleben, so dass die entstehende Mannigfaltigkeit
immer noch hyperbolisch ist und damit Z×Z nicht mehr als Untergruppe enthalten
kann ([Sco, Lemma 4.5]). Jetzt liefert uns Satz 4.14 einen Diffeomorphismus f mit
dem wir K zu K˜ := K ∪f K verdoppeln ko¨nnen, so dass K˜ eine negativ gekru¨mmte
Metrik besitzt und somit atorisch ist ([CE, Korollar 9.9]). Mit Theorem 1.2.1 von
Kojima [Ko] ko¨nnen wir aus K˜ die eingeklebten Volltori so wieder herausnehmen,
dass K˜ weiterhin atorisch bleibt. F kann also in K˜ von keinem Torus zerlegt werden.
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Verdoppeln wir M und nutzen dabei fu¨r F den Diffeomorphismus f , erhalten wir
eine geschlossene Mannigfaltigkeit, die die Voraussetzung von Lemma 4.12 erfu¨llt.
Fu¨r Roushons Beweis fu¨r den 2. Fall mu¨ssen wir etwas genauer auf pseudo-Anosov-
Diffeomorphismen eingehen:
Sei S eine geschlossene orientierbare Fla¨che vom Geschlecht ≥ 2 und sei f : S → S
ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus. Nach Thurstons Klassifizierung von
Diffeomorphismen auf Fla¨chen (siehe beispielsweise [CB] oder explizit [Po, §V S.175])
besitzt f eine der drei folgenden Eigenschaften:
1. Es gibt eine natu¨rliche Zahl n > 0, so dass fn isotop zur Identita¨t ist.
2. f ist isotop zu einem reduzierbaren Diffeomorphismus.
3. f ist isotop zu einem pseudo-Anosov-Diffeomorphismus,
wobei sich sowohl 1) und 3) als auch 2) und 3) gegenseitig ausschließen, d.h. ein
pseudo-Anosov-Diffeomorphismus f ist weder reduzierbar noch ist eine Potenz von f
isotop zur Identita¨t. Ein Diffeomorphismus f heißt reduzierbar, wenn er eine endliche
Menge A von disjunkten, paarweise nicht homotopen und nicht nullhomotopen,
einfach geschlossenen Wegen festha¨lt, also f(a) ∈ A fu¨r alle a ∈ A gilt.
Wir interessieren uns fu¨r die 3. Kategorie. Dabei ist fu¨r uns unerheblich, was
ein pseudo-Anosov-Diffeomorphismus ist. Entscheidend ist, was er nicht ist, na¨mlich
reduzierbar und das gilt auch fu¨r eine beliebige Potenz. Ein Beweis dazu findet zum
Beispiel bei Poe´naru in [Po, §VI, Korollar von Proposition 17].
Mit Hilfe dieser Eigenschaft ko¨nnen wir folgendes Lemma beweisen.
Lemma 4.15. Sei S eine geschlossene orientierbare Fla¨che vom Geschlecht ≥ 2
und A eine endliche Menge von disjunkten, paarweise nicht homotopen und nicht
nullhomotopen, einfach geschlossenen Wegen. Sei f : S → S ein pseudo-Anosov-
Diffeomorphismus. Dann gibt es ein n0 ∈ N, so dass kein Element aus A isotop zu
einem Element aus fn0(A) ist.
Beweis. Sei A = {c1, c2, . . . , ck} und l ∈ {1, . . . , k}. Fu¨r ein beliebiges n ∈ N ist
fn(cl) nicht isotop zu cl, da sonst f
n reduzierbar wa¨re. Damit ist fu¨r beliebige
n,m ∈ N auch fn(cl) nicht isotop zu f
m(cl), da sonst f
|n−m| reduzierbar wa¨re. Fu¨r
jedes c ∈ A gibt es also ho¨chstens ein n ∈ N, fu¨r das fn(cl) isotop zu c ist. Da
A endlich ist, gibt es ein Nl ∈ N, so dass f
s(cl) fu¨r alle s > Nl zu keinem c ∈ A
isotop ist. Mit n0 = max{N1, N2, . . . , Nk} haben wir den gesuchten Exponenten von
f gefunden.
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Entscheidend fu¨r Roushons Beweis ist die folgende Behauptung, die er in [R2,
Remark 2.1.1] aufstellt. Er fordert darin nicht explizit die Disjunktheit, beno¨tigt sie
aber spa¨ter im Beweis.
Behauptung 4.16. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Dann gibt es eine ma-
ximale Menge S = {S1, . . . , SN} von disjunkten Schla¨uchen in M , so dass jeder
Schlauch T in M isotop zu einem Schlauch Si ∈ S ist.
Roushon verweist fu¨r den Beweis dieser Behauptung auf das Splitting Theorem
von Jaco-Shalen ([JS]):
Satz 4.17 (Splitting Theorem). Sei M eine kompakte, irreduzible Haken-Mannig-
faltigkeit. Dann existiert eine 2-dimensionale unkomprimierbare Untermannigfaltig-
keit W ⊂M , eindeutig bis auf ambiente Isotopie, mit folgenden drei Eigenschaften:
1. Die Komponenten von W sind Annuli und Tori und keine Komponente ist
randparallel in M .
2. Die Komponenten sind entweder Seifert-Mannigfaltigkeiten oder atorisch und
nicht geschlaucht, d.h. jeder unkomprimierbare Torus oder Annulus in W ist
schon randparallel.
3. W ist minimal bezu¨glich aller Inklusionen von 2-Mannigfaltigkeiten in M , die
die Eigenschaften (1) und (2) haben.
Tatsa¨chlich gibt es folgende, deutliche schwa¨chere Aussage u¨ber maximale Men-
gen von Schla¨uchen, die auf Hakens Theorie der Normalfla¨chen zuru¨ckgeht und auf
der letztlich auch das Splitting Theorem beruht (siehe beispielsweise Satz III.24
von Jaco und Shalen ([Ja]) von allgemeinen Fla¨chen auf den Spezialfall von Annuli
eingeschra¨nkt):
Satz 4.18. Sei M eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit. Dann gibt es ein N0(M) ∈ N,
so dass fu¨r n > N0(M) in jeder Menge F := {F1, . . . , Fn} von paarweise disjunk-
ten, unkomprimierbaren, nicht randparallelen, in M eingebetteten Annuli bereits ein
Annulus Fi ∈ F existiert, der zu einem anderen Annulus Fj ∈ F, j 6= i parallel ist.
Die Menge von Schla¨uchen, die uns das Splitting Theorem liefert, ko¨nnen wir
zwar mit Satz 4.18 zu einer maximalen Menge erweitern, aber im Allgemeinen nicht
eindeutig bis auf Isotopie. Die Zerlegung entlang von Tori und Annuli ist gerade
nur dann eindeutig, wenn man unter Beru¨cksichtigung der charakteristischen Un-
termannigfaltigkeit rechtzeitig mit dem zerlegen aufho¨rt. In der charakteristischen
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Untermannigfaltigkeit findet man aber im Allgemeinen durchaus unterschiedliche,
nicht disjunkte und nicht isotope Schla¨uche.
Gehen wir dennoch von der Existenz dieser maximalen Menge aus, ko¨nnen wir
folgenden Beweis fu¨hren:
Roushons Beweis des 2.Falls von Satz 4.11. Seien ∂1, . . . , ∂k die Komponenten von
∂M . Dann ist jedes der ∂i eine geschlossene, orientierbare Fla¨che vom Geschlecht
≥ 2. Nach Voraussetzung besitzt M mindestens einen Schlauch. Wir wa¨hlen nach
Behauptung 4.16 die maximale Menge S von Schla¨uchen in M , die uns eine Menge
A := S ∩ ∂M = ∂S von paarweise disjunkten und paarweise nicht homotopen, nicht
nullhomotopen, einfach geschlossenen Wegen auf ∂M liefert. Sei Ai = A ∩ ∂i. Mit
Lemma 4.15 finden wir fu¨r jedes i = 1, . . . , k einen pseudo-Anosov-Diffeomorphismus
fi : ∂i → ∂i, so dass a  b fu¨r alle a ∈ A und alle b ∈ f(Ai) gilt.
Seien M1 und M2 Kopien von M und N :=M1 ∪fi M
2 die Verdopplung von M ,
die mit Hilfe der Diffeomorphismen fi verklebt wurde. ∂M ist in N eine zweiseitige,
unkomprimierbare Fla¨che. N ist also eine Haken-Mannigfaltigkeit und besitzt eine
Toruszerlegung entlang von endlich vielen Tori T . A¨hnlich wie in Fall A wollen wir
wieder eine Isotopie von T finden, die ∂M nicht schneidet.
Wir nehmen an, es existiere ein Torus T ∈ T , der sich durch keine Isotopie von
∂M trennen la¨sst. Analog zu Fall A, finden wir eine Isotopie von T ′ von T , so dass
T ′∩M j, j = 1, 2 nur aus Schla¨uchen besteht. Da S bis auf Isotopie maximal gewa¨hlt
war, ist T ∩M j isotop zu einer Teilmenge von S und damit liefert T ∩ ∂M j fu¨r
j = 1, 2 Mengen Aj von Wegen die homotop zu Teilmengen von A sind. T geht aus
den Schla¨uchen hervor, indem man die Randkomponenten A1 der Schla¨uche T ∩M1
mit den Randkomponenten A2 der Schla¨uche T ∩M2 mit den Diffeomorphismen fi
verklebt. Fu¨r γ ∈ A1 gilt also f(γ) ∈ A2, das heißt eine Teilmenge von A ist isotop
zu einer Teilmenge von fi(A) ist, was im Widerspruch zur Wahl der fi steht.
Es gibt somit eine Isotopie T ′ von T mit T ′ ∩ ∂ = ∅ und wir ko¨nnen Lemma 4.12
anwenden. pi1(N) erfu¨llt damit FICwF . Da der Rand, entlang dem wir die Kopien
von M zu N verklebt haben, unkomprimierbar ist, liegt pi1(M) als Untergruppe in
pi1(N) und erfu¨llt damit nach Lemma 3.2 ebenfalls FICwF .
Mit der Arbeit von Neumann und Swarup ([NeS]) zur Toruszerlegung wird noch
deutlicher, was das Problem dieses Beweises ist. Sie konstruieren eine Menge von
unkomprimierbaren, disjunkten Annuli und Tori, die sie W-System nennen. Das
W-System ist eine Obermenge der Tori und Annuli, die fu¨r die Zerlegung nach Jaco-
Shalen und Johannson notwendig sind. Es besitzt daru¨ber hinaus die Eigenschaft,
dass jeder weitere unkomprimierbare Torus oder Annulus sich mit einer Isotopie
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disjunkt von diesem W-System trennen la¨sst ([NeS, Lemma 2.2]). Diese zusa¨tzlichen
Annuli lassen sich untereinander aber im Allgemeinen nicht disjunkt trennen. Wir
haben in dem Beweis Tori gewa¨hlt, die aus dem W-System von N stammen, aber
die Annuli, in die diese Tori in M zerfallen, mu¨ssen nicht zum W-System von M
geho¨ren und damit auch nicht disjunkt trennbar sein.
Mit den Ergebnissen aus diesem Kapitel nimmt das Baumdiagramm nun folgende
Gestalt an:
3-Mannigfaltigkeiten
nicht orientierbar orientierbar
kompakt nicht kompakt
#prim
S2-Bu¨ndel u¨ber S1 irreduzibel
ohne Rand mit Rand
weder
Haken
noch
Seifert
Haken Seifert
kompri-
mierbar
unkompri-
mierbar
Graph-
Mfk.
mit atorischer
Komponente
nur Rand mit
Geschlecht ≥ 2
mit
Torus-
rand
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Mit den bereits erreichten Etappen 2 und 3 ko¨nnen wir somit festhalten:
Etappe 4. FICwF ist wahr fu¨r geschlossene Haken-Mannigfaltigkeiten, fu¨r ge-
schlossene Seifert-Mannigfaltigkeiten und fu¨r kompakte, irreduzible 3-Mannigfaltig-
keiten mit Rand. Gilt FICwF fu¨r geschlossene Graph-Mannigfaltigkeiten, dann gilt
FICwF fu¨r beliebige 3-Mannigfaltigkeiten.
4.4 Graph-Mannigfaltigkeiten-Ast
Jetzt fehlt uns also nur noch FICwF fu¨r geschlossene nicht-triviale Graph-Mannig-
faltigkeitsgruppen. Der Schlu¨ssel dazu, ist der Hauptsatz aus [R1]. Mit Korollar 4.22
erlaubt er uns unseren Beweisbaum auf folgende Weise zu vervollsta¨ndigen:
irreduzibel
irreduzibel
und nicht
kompakt
Korollar 4.22
ohne Rand mit Rand
Lemma 4.19
weder
Haken
noch
Seifert
Haken Seifert
kompri-
mierbar
unkompri-
mierbar
Graph-
Mfk.
mit atorischer
Komponente
Geschlecht
≥ 2
mit
Torus-
rand
Torusbu¨ndel
u¨ber S1
W1
endl. U¨berlagerung
mit erster
Bettizahl ≥ 2
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Lemma 4.19. Sei M eine irreduzible, nicht-kompakte 3-Mannigfaltigkeit. Dann gilt
FICwF fu¨r M .
Beweis. Analog zu dem Beweis von Lemma 4.2 finden wir eine Folge von kom-
pakten 3-Mannigfaltigkeiten Mi mit Rand, so dass pi1(M) = colimi∈IMi gilt. Mit
Lemma 4.3 ko¨nnen wir die Mi in zusammenha¨ngende Summen zerlegen, so dass gilt
pi1(Mi) ∼= pi1(M
1
i ) ∗ . . . ∗ pi1(M
ki
i ) ∗ Fi,
wobei alleM ji , 1 ≤ j ≤ ki irreduzibel und kompakt sind. Wir nutzen ein Argument,
dass wir schon im Beweis von Lemma 4.6 angewendet haben. In diesem Fall brauchen
wir lediglich noch einen Index mehr:
Seien 1Dji , . . .
njiDji die 3-Disks, an denen M
j
i in der Primzerlegung von Mi ver-
klebt wird. Dann ist M ji r (
1D˚ji ∪ . . . ∪
njiD˚ji ) eine Untermannigfaltigkeit von M
und besitzt nach Lemma 4.9 mindestens eine Randkomponente vom Geschlecht ≥ 1.
Damit haben alle M ji einen Rand. Mit Etappe 4 wissen wir bereits, dass FICwF
fu¨r irreduzible Mannigfaltigkeiten mir Rand gilt, also auch fu¨r alle M ji und damit
auch fu¨r alle Mi und schließlich mit *W4 auch fu¨r M .
Satz 4.20 ([R1, Main Theorem]). Sei M eine geschlossene, irreduzible 3-Mannig-
faltigkeit. Gibt es eine Gruppe H mit einem surjektiven Gruppenhomomorphismus
p : pi1(M)→ H und folgenden Eigenschaften
1. H besitzt eine nicht-triviale, torsionsfreie Untergruppe mit endlichem Index.
2. H erfu¨llt FICwF .
3. Jede unendliche, zyklische Untergruppe von H hat unendlichen Index in H.
Dann wird FICwF von pi1(M) erfu¨llt.
Bemerkung 4.21. Da H wegen der ersten Eigenschaft nicht endlich sein kann, ist
die dritte Eigenschaft a¨quivalent zu der Forderung, dass H nicht virtuell zyklisch
ist.
Beweis von Satz 4.20. Fu¨r eine Untergruppe L von pi1(M) bezeichnen wir im Fol-
genden mit ML die U¨berlagerung von M mit Fundamentalgruppe L. Hat L unend-
lichen Index, dann ist ML eine nicht-kompakte 3-Mannigfaltigkeit.
1. Fall: H ist torsionsfrei.
Da FICwF nach Voraussetzung von H erfu¨llt wird, reicht es aufgrund *W5 zu
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zeigen, dass fu¨r jede virtuell zyklische Untergruppe V von H FICwF fu¨r p−1(V )
wahr ist. Da H torsionsfrei ist, ist auch V torsionsfrei und kann deshalb als virtuell
zyklische Gruppe nur trivial oder isomorph zu Z sein. DaH nicht virtuell zyklisch ist,
muss |H/V | unendlich sein. Sei pr : H → H/V die Projektion. Betrachte folgende
Mengenabbildung:
pi1(M)
p
−→ H
pr
−→ H/V.
pr ◦p ist surjektiv und es gilt ker(pr ◦p) = p−1(V ). V ist zwar nicht normal in H, so
dass uns der Homomorphiesatz zwar keine Isomorphie- dafu¨r aber noch die Ma¨chtig-
keitsaussage |pi1(M)/p
−1(V )| = |H/V | liefert. Mp−1(V ) ist damit nicht-kompakt. Als
U¨berlagerung einer irreduziblen Mannigfaltigkeit, istMp−1(V ) außerdem wieder irre-
duzibel ([MSY, Theorem 7]) und erfu¨llt somit FICwF aufgrund von Lemma 4.19.
Fu¨r jede beliebige virtuell zyklische Untergruppe V von H gilt also FICwF fu¨r
pi1(Mp−1(V )) = p
−1(V ).
2. Fall: H ist nicht torsionsfrei.
Nach Voraussetzung existiert eine torsionsfreie Untergruppe J von H mit end-
lichem Index. Analog zum vorherigen Fall haben wir wieder eine surjektive Men-
genabbildung
pi1(M)
p
−→ H
pr
−→ H/J,
zu der uns der Homomorphiesatz
|pi1(M)/p
−1(J)| = |H/J |
liefert. Die U¨berlagerungMp−1(J) vonM ist also endlich. Aufgrund von Korollar 3.10
brauchen wir FICwF nur noch fu¨r pi1(Mp−1(J)) = p
−1(J) zu zeigen. Dafu¨r ziehen
wir uns einfach auf den vorherigen Fall zuru¨ck:
Wir haben mit p einen surjektiven Gruppenhomomorphismus von p−1(J) auf J .
Als torsionsfreie Gruppe ist J selbst eine torsionsfreie Untergruppe von J mit end-
lichem Index, als Untergruppe von H erfu¨llt J mit Lemma 3.2 FICwF und weil J
endlichen Index in H hat, u¨bertra¨gt sich die Eigenschaft von H, dass jede unendli-
che zyklische Untergruppe unendlichen Index hat, auf J . Die Voraussetzungen des
Satzes werden also von J erfu¨llt. Da J torsionsfrei ist, ko¨nnen wir den ersten Fall
dieses Beweises anwenden und wissen damit, dass FICwF von p−1(J) erfu¨llt wird.
Der Hauptsatz ist damit bewiesen.
Korollar 4.22. Sei M eine geschlossene, irreduzible 3-Mannigfaltigkeit mit endli-
cher U¨berlagerung mit erster Bettizahl ≥ 2. Dann gilt FICwF fu¨r pi1(M).
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Beweis. Sei N eine endliche U¨berlagerung von M mit erster Bettizahl ≥ 2. Mit
Korollar 3.10 reicht es FICwF fu¨r pi1(N) zu zeigen.
Sei H := H1(N ;Z) = pi1(N)/[pi1(N), pi1(N)]. Wir pru¨fen nach, dass H alle Vor-
aussetzungen des Hauptsatzes erfu¨llt. H ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe,
hat also die Gestalt H = Zr ⊕ Z/k1Z⊕ . . .⊕ Z/knZ.
1. Zr ist eine torsionsfreie Untergruppe von H und H/Zr ∼= Z/k1Z⊕ . . .⊕Z/knZ
ist endlich.
2. H als abelsche Gruppe erfu¨llt nach Lemma 3.12 FICwF
3. Nach Voraussetzung ist r ≥ 2 und damit hat jede unendliche zyklische Unter-
gruppe von H unendlichen Index in H.
Satz 4.23. Sei M eine geschlossene, irreduzible Graph-Mannigfaltigkeit. Dann ist
FICwF erfu¨llt fu¨r pi1(M).
Beweis. Eine triviale Graph-Mannigfaltigkeit ist eine Seifert-Mannigfaltigkeit, fu¨r
die wir FICwF bereits bewiesen haben (siehe Etappe 2). Sei M also eine nicht-
triviale geschlossene Graph-Mannigfaltigkeit. Dann entha¨lt M einen unkomprimier-
baren Torus. Satz 1.1 aus [Lue] sagt uns, dass wir fu¨r M eine endliche U¨berlagerung
N finden, die ein Torusbu¨ndel u¨ber S1 ist oder die eine erste Bettizahl ≥ 2 hat. Gilt
FICwF fu¨r pi1(N), dann u¨bertra¨gt sich FICwF mit Korollar 3.10 auf pi1(M). Im
letzten Fall folgt FICwF fu¨r pi1(N) direkt aus Korollar 4.22.
Bleibt der Fall, dass N ein Torusbu¨ndel u¨ber S1 ist. Fu¨r das triviale Torusbu¨ndel
(S1 × S1)× S1 ist pi1(N) ∼= Z× Z× Z abelsch und erfu¨llt somit FICwF . Ein nicht
triviales Torusbu¨ndel u¨ber S1 hat die Gestalt (T 1 × [0, 1])/∼f , wobei f : T
1 → T 1
ein Homo¨omorphismus auf dem Torus ist und die A¨quivalenzrelation ∼f identifiziert
(x, 0) mit (f(x), 1) fu¨r alle x ∈ T 1. Fu¨r die Fundamentalgruppe von N bekommen
wir dann die Pra¨sentation
pi1(N) =
〈
a, b, t; aba−1b−1, tat−1 = pi1(f)(a), tbt
−1 = pi1(f)(b)
〉
.
Teilen wir
〈
a, b; aba−1b−1
〉
aus pi1(N) heraus, erhalten wir folgende exakte Sequenz
1
〈
a, b|aba−1b−1
〉
∼=
pi1(T × [0, 1])/∼f
∼=
〈t〉
∼=
1
1 Z2 pi1(N) Z 1
Es gilt also pi1(N) ∼= Z
2
Y Z, wofu¨r wir mit W1 FICwF gefordert hatten.
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Damit hat unser FICwF-3-Mannigfaltigkeiten-Baum folgende Gestalt angenom-
men
3-Mannigfaltigkeiten
nicht orientierbar orientierbar
kompakt nicht kompakt
#prim
S2-Bu¨ndel u¨ber S1 irreduzibel
irreduzibel
und nicht
kompakt
ohne Rand mit Rand
weder
Haken
noch
Seifert
Haken Seifert
kompri-
mierbar
unkompri-
mierbar
Graph-
Mfk.
mit atorischer
Komponente
Geschlecht
≥ 2
mit
Torus-
rand
Torusbu¨ndel
u¨ber S1
endl. U¨berlagerung
mit erster
Bettizahl ≥ 2
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und wir formulieren unseren
Schlusssatz. Sei FICwF eine endlich erweiterbare, gefaserte Isomorphismusver-
mutung mit Werkzeugkasten. Dann gilt FICwF fu¨r Fundamentalgruppen von 3-
Mannigfaltigkeiten.
Gilt K-FICwF fu¨r Gruppen der Gestalt Z2 Y Z und K-FIC fu¨r n ≥ 1 fu¨r
Gruppen, die proper, kokompakt und isometrisch auf einem CAT(0)-Raum operieren,
dann gilt K-FICwF fu¨r Fundamentalgruppen von 3-Mannigfaltigkeiten.
Gilt L-FICwF fu¨r Gruppen der Gestalt Z2 Y Z und L-FIC fu¨r virtuell abelsche
Gruppen, dann gilt L-FICwF fu¨r Fundamentalgruppen von 3-Mannigfaltigkeiten.
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Da wir sie ha¨ufig brauchen, geben wir zur U¨bersicht im Folgenden nochmal alle
verwendeten Werkzeuge an:
W1: FICwF gilt fu¨r alle Gruppen der Gestalt Z2 Y Z.
W2: FICwF gilt fu¨r Fundamentalgruppen von nicht-positiv gekru¨mmten, geschlos-
senen Mannigfaltigkeiten.
W3: FIC gilt fu¨r virtuell abelsche Gruppen.
W4: Sei {Gi | i ∈ I} ein gerichtetes System von Gruppen und fu¨r jedes Gi gelte
FIC. Dann gilt FIC auch fu¨r colimi∈I Gi.
W5: Sei p : L → G ein Gruppenhomomorphismus und FIC gelte fu¨r G. Ist FIC
wahr fu¨r p−1(V ) fu¨r jede virtuell zyklische Untergruppe V von G, dann gilt
FIC auch fu¨r L.
*W3: FICwF gilt fu¨r virtuell abelsche Gruppen.
*W4: Sei {Gi | i ∈ I} ein gerichtetes System von Gruppen und fu¨r jedes Gi gelte
FICwF . Dann gilt FICwF auch fu¨r colimi∈I Gi.
*W5: Sei p : L → G ein Gruppenhomomorphismus und FICwF gelte fu¨r G. Ist
FICwF wahr fu¨r p−1(V ) fu¨r jede virtuell zyklische Untergruppe V von G,
dann gilt FICwF auch fu¨r L.
*W6: FICwF gilt fu¨r endliche Gruppen.
*W7: FICwF gilt fu¨r abza¨hlbare, freie Gruppen.
*W8: Seien G1 und G2 Gruppen die FICwF erfu¨llen. Dann gilt FICwF auch fu¨r
G1 ×G2.
*W9: Seien G1 und G2 abza¨hlbare Gruppen die FICwF erfu¨llen. Dann gilt FICwF
auch fu¨r G1 ∗G2.
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